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第二章 随机变量及其分布

本章导读

第一章解决了“事件发生的可能性有多大”,但如果每道题都用文字命名事件,知识仍然比
较零散.本章引入随机变量,把试验结果数值化,再用分布函数、分布律或概率密度统一记录全部
概率信息.后续的数字特征、极限定理和数理统计都建立在这些对象上.

随机试验⟶ 随机变量𝑋 ⟶ 分布函数𝐹𝑋 ,

⟶ {
离散型:分布律𝑝𝑘,
连续型:概率密度𝑓𝑋 ,

⟶ 随机变量函数𝑌 = 𝑔(𝑋).

学习本章时始终先问三件事:

1. 研究的随机变量是什么,它可能取哪些值?
2. 它属于离散型、连续型,还是两者都不是?
3. 已知的是分布函数、分布律还是密度,应使用求和、积分还是变量变换?

2.1 随机变量与分布函数

2.1.1 从文字事件到数值变量

定义 2.1 (随机变量)

设随机试验的样本空间为 Ω.定义在 Ω上、取实数值的单值函数

𝑋 = 𝑋(𝜔), 𝜔 ∈ Ω,

称为随机变量.本课程中可直观理解为:每个试验结果 𝜔都被唯一地赋予一个数 𝑋(𝜔).
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随机变量的“大写”表示取值尚未确定;小写字母 𝑥表示一个已经指定的实数.随机变量不
是“会自己变化的普通未知数”,而是把样本点翻译成数值的函数.

例题 2.2 (三个背景中的随机变量)

1. 从含 5件废品的 50件产品中抽取 3件,令 𝑋 为废品数,则 𝑋 ∈ {0, 1, 2, 3},“至
多两件废品”为 {𝑋 ⩽ 2}.

2. 购买一台电脑, 令 𝑋 为使用寿命, 则 𝑋 可在某个连续区间内取值, “使用超过五
年”为 {𝑋 > 5}.

3. 抛一枚硬币,规定正面记为 1、反面记为 0,则 𝑋 ∈ {0, 1}.这说明非数值结果也可
以通过赋值成为随机变量.

注: 不同的样本点可以对应同一个随机变量值, 但同一个样本点不能对应两个不同值. 对任意
𝑥1 ≠ 𝑥2,事件 {𝑋 = 𝑥1}与 {𝑋 = 𝑥2}必然互斥.

2.1.2 分布函数:把全部概率装进一个函数

定义 2.3 (分布函数)

随机变量 𝑋 的分布函数定义为

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞.

它表示 𝑋 的取值落在实数 𝑥左侧 (包含 𝑥)的概率.

分布函数的自变量必须覆盖整个实数轴. 知道 𝐹𝑋 后, 任何区间事件的概率都可由端点处的
函数值或左极限得到.

定理 2.4 (由分布函数计算区间概率)

记

𝐹𝑋(𝑎 − 0) = lim
𝑥↑𝑎

𝐹𝑋(𝑥).
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则

𝑃(𝑋 ⩽ 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑎), 𝑃(𝑋 < 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑎 − 0),

𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎), 𝑃(𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎 − 0),

𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏 − 0) − 𝐹𝑋(𝑎), 𝑃(𝑋 = 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑎) − 𝐹𝑋(𝑎 − 0).

证明: 证明目标:从定义推出区间概率与跳跃点概率的公式.
出发点:分布函数定义、事件包含关系和概率的减法公式.
关键转换:把目标区间写成两个嵌套事件之差.例如

{𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏} = {𝑋 ⩽ 𝑏} ∖ {𝑋 ⩽ 𝑎}.

正式推导:因为 {𝑋 ⩽ 𝑎} ⊆ {𝑋 ⩽ 𝑏},

𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑏) − 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎).

又因为
{𝑋 = 𝑎} = {𝑋 ⩽ 𝑎} ∖ {𝑋 < 𝑎},

所以
𝑃(𝑋 = 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑎) − 𝐹𝑋(𝑎 − 0).

其余开闭区间公式同理,只需根据端点是否包含选择 𝐹𝑋(⋅)或 𝐹𝑋(⋅ − 0).
证明小结:真正起作用的是“右端大范围减去左端小范围”.离散型分布函数可能跳跃,不能

随意把左极限替换为函数值;连续型情形才可忽略端点开闭.

性质 2.5 (分布函数的充要条件)

函数 𝐹 是某个随机变量的分布函数,当且仅当:

1. 𝐹 单调不减;
2. 𝐹 右连续;
3. lim

𝑥→−∞
𝐹(𝑥) = 0;

4. lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 1.

由这些条件还可推出 0 ⩽ 𝐹(𝑥) ⩽ 1.
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注: 分段书写分布函数时,可统一采用“左闭右开”,即等号跟随 𝑥 ⩾ 𝑎的一段,以便直接满足右
连续.但这只是排版口诀,最终仍应以右连续性为判断依据.

左极限公式和充要条件的严格分析证明属于 C级:本阶段会准确使用,不要求用数列极限或
海涅定理完整复现.

例题 2.6 (跳跃点与区间概率)

设

𝐹(𝑥) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,
1
2, 0 ⩽ 𝑥 < 1,

1 − 𝑒−𝑥, 𝑥 ⩾ 1.

求 𝑃(𝑋 = 1)与 𝑃(13 < 𝑋 < 1
2).

选择方法的原因:题目直接给出分布函数,先用端点公式,不必猜测随机变量类型.

𝑃(𝑋 = 1) = 𝐹(1) − 𝐹(1 − 0) = (1 − 𝑒−1) − 1
2.

而 1
3
, 1
2
同处于分布函数的常数段,

𝑃(13 < 𝑋 < 1
2) = 𝐹(12 − 0) − 𝐹(13) =

1
2 −

1
2 = 0.

检查:第一个结果对应 𝑥 = 1处的向上跳跃量;常数段内没有概率累积,所以第二个概率
为零.

例题 2.7 (验证一个函数是否为分布函数)

判断

𝐹(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,

1 − 𝑒−𝑥, 𝑥 ⩾ 0

能否成为分布函数.
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验证目标:逐项检查分布函数的充要条件.
出发点:单调性、右连续性和两端极限.
关键转换:分段内部用初等函数性质,唯一需单独检查的点是 𝑥 = 0.
逐项验证:

1. 两段均单调不减,且 𝐹(0) = 0,跨越分段点时没有下降;
2. lim

𝑥↓0
𝐹(𝑥) = 0 = 𝐹(0),故在 0处右连续;其余点连续;

3. lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥) = 0;
4. lim

𝑥→+∞
(1 − 𝑒−𝑥) = 1.

四项全部满足,因此它是分布函数.
验证小结:分段函数不能只看取值是否在 [0, 1];最容易漏掉的是分段点右连续和正负无
穷处的极限.

注: [分布函数的简单变换]若 𝐹, 𝐺 都是分布函数,则:

• 𝑎𝐹 + 𝑏𝐺 在 𝑎, 𝑏 ⩾ 0, 𝑎 + 𝑏 = 1时仍是分布函数;
• 𝐹(𝑥)𝐺(𝑥)仍是分布函数;
• 𝐹(𝑎𝑥 + 𝑏)对 𝑎 > 0一定仍是分布函数; 𝑎 < 0会反转单调性,一般不成立;
• 若 𝐹 连续,则 1 − 𝐹(−𝑥)是分布函数;一般情形需用左极限修正为 1 − 𝐹(−𝑥 − 0).

小结

本节把文字事件统一成随机变量的取值范围, 再用 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑥) 收集全部概率信息.
使用时先辨认大写随机变量与小写实数, 再根据端点开闭选择函数值或左极限; 验证分布函数必
须检查单调不减、右连续和两端极限.
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2.2 离散型随机变量与常见分布

2.2.1 分布律及其与分布函数的关系

定义 2.8 (离散型随机变量与分布律)

若随机变量 𝑋 的全部可能取值为有限个或可列无限多个

𝑥1, 𝑥2,… ,

则称 𝑋 为离散型随机变量.记

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘) = 𝑝𝑘,

称 {𝑝𝑘}为 𝑋 的概率分布或分布律.

性质 2.9 (分布律的充要条件)

𝑝𝑘 ⩾ 0, ∑
𝑘
𝑝𝑘 = 1.

反之,任何满足这两项的数列都可作为某个离散型随机变量的分布律.

离散型概率计算只有一个核心动作:找出目标事件包含的所有可能取值,再把相应概率相加.
其分布函数为

𝐹𝑋(𝑥) = ∑
𝑥𝑘⩽𝑥

𝑝𝑘,

因此图像呈右连续的阶梯形,在 𝑥𝑘 处的跳跃量恰为 𝑝𝑘.

例题 2.10 (抽球最大号码)

袋中有编号 1, 2, 3, 4, 5的五只球,同时任取三只,令 𝑋 为三只球中的最大号码.求 𝑋 的

分布律及 𝐹𝑋(4.5).
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先找取值:最大号码只能为 3, 4, 5.再分别计数:

𝑃(𝑋 = 3) =
(3
3
)

(5
3
)
= 1
10,

𝑃(𝑋 = 4) =
(3
2
)

(5
3
)
= 3
10,

𝑃(𝑋 = 5) =
(4
2
)

(5
3
)
= 3
5.

所以

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

0, 𝑥 < 3,
1
10, 3 ⩽ 𝑥 < 4,

2
5, 4 ⩽ 𝑥 < 5,

1, 𝑥 ⩾ 5.

𝐹𝑋(4.5) =
2
5.

检查:三项概率之和为 1;分布函数从 0逐级累加到 1.

2.2.2 二项分布与 0–1分布

定义 2.11 (二项分布)

进行 𝑛次相互独立、条件相同的伯努利试验,每次事件 𝐴发生的概率为 𝑝.令 𝑋 为 𝐴发

生的次数,则

𝑃(𝑋 = 𝑘) = (𝑛𝑘)𝑝
𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑘 = 0, 1,… , 𝑛,

记作 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝).

注: 识别二项分布时检查三项:有固定的 𝑛次独立重复试验;每次只关心同一事件是否发生且概
率不变;随机变量统计该事件发生的次数.少一项都不能直接套二项分布.
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例题 2.12 (宿舍考试与“至少一次成功”)

1. 三名学生独立参加考试,每人通过率为 2/3.求至少两人挂科的概率.
2. 每次独立试验成功概率为 0.5.至少进行多少次,才能使至少成功一次的概率不小
于 0.9?

第 1题:令 𝑋 为挂科人数,则 𝑋 ∼ 𝐵(3, 1/3).因此

𝑃(𝑋 ⩾ 2) = (32) (
1
3)

2 2
3 + (13)

3
= 7
27.

第 2题:令 𝑋 为 𝑛次试验中的成功次数,则 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 0.5).正面累加项太多,取反更快:

𝑃(𝑋 ⩾ 1) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 0.5𝑛 ⩾ 0.9.

由 0.5𝑛 ⩽ 0.1 得最小整数 𝑛 = 4. 检查: 𝑛 = 3 时概率为 0.875 < 0.9, 𝑛 = 4 时为
0.9375.

例题 2.13 (两阶段质检后再用二项分布)

一台仪器以概率 0.7直接出厂;否则进入调试,调试后以概率 0.8出厂.各台仪器相互独

立.生产 𝑛台,求全部出厂以及恰有两台不能出厂的概率.

先解决单台出厂概率.令 𝐵 表示“直接出厂”, 𝐴表示“最终出厂”,则

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐵)𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 0.7 + 0.3 × 0.8 = 0.94.

令 𝑋 为最终出厂台数,则 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 0.94).所以

𝑃(𝑋 = 𝑛) = 0.94𝑛,

𝑃(𝑋 = 𝑛 − 2) = (𝑛2)(0.06)
2(0.94)𝑛−2.

关键转折: 二项分布的参数 𝑝 不是题面第一阶段的 0.7, 而是先用全概率公式算出的最
终成功概率 0.94.

8



概率论讲义 @Codex and XZXZZX

定义 2.14 (0–1分布)

若 𝑋 只取 0, 1,且

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝, 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑝,

则称 𝑋 服从参数为 𝑝的 0–1分布,也称伯努利分布.它是 𝐵(1, 𝑝).

2.2.3 几何分布与首次发生问题

定义 2.15 (几何分布)

独立重复进行伯努利试验,每次成功概率为 𝑝.令 𝑋 为首次成功时所进行的试验次数,则

𝑃(𝑋 = 𝑘) = (1 − 𝑝)𝑘−1𝑝, 𝑘 = 1, 2,… ,

记作 𝑋 ∼ 𝐺𝑒(𝑝).

例题 2.16 (首次命中)

独立射击同一目标,每次命中概率为 1/4,直到命中为止.令 𝑋 为射击次数,则

𝑋 ∼ 𝐺𝑒(14) , 𝑃(𝑋 = 3) = (34)
2 1
4 =

9
64.

“前 𝑘 − 1次失败,第 𝑘次成功”是几何分布公式的直接含义.

例题 2.17 (第四次射击恰为第二次命中)

每次命中概率为 𝑝.第四次射击恰好是第二次命中,意味着第四次必命中,前三次恰有一

次命中.因此

𝑃 = (31)𝑝(1 − 𝑝)2 ⋅ 𝑝 = 3𝑝2(1 − 𝑝)2.

这不是几何分布,因为研究的不是“首次命中”;前三次部分使用二项计数.

注: 考研专项:若研究第 𝑟次成功发生时的试验次数,会得到负二项分布.普通课程基础阶段只需
会像上例一样把“最后一次固定成功”和“前面恰有 𝑟 − 1次成功”拆开,不额外背新公式.
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2.2.4 泊松分布与泊松近似

定义 2.18 (泊松分布)

若

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝜆𝑘𝑒−𝜆
𝑘! , 𝑘 = 0, 1, 2,… , 𝜆 > 0,

则称 𝑋 服从参数为 𝜆的泊松分布,记作 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆).

泊松分布常描述固定时间或区域内稀有事件发生的次数,如客流量、故障数或缺陷数.

例题 2.19 (由相邻概率确定参数)

若 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆)且 𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑋 = 3),则

𝜆2𝑒−𝜆
2! = 𝜆3𝑒−𝜆

3! ,

由 𝜆 > 0得 𝜆 = 3.于是

𝑃(𝑋 = 1) = 3𝑒−3.

例题 2.20 (从一般分布律识别泊松分布)

设

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶
𝑘!, 𝑘 = 0, 1, 2,… .

求 𝐶 与 𝑃(𝑋 ⩾ 2).

先用分布律的归一性:

1 =
∞
∑
𝑘=0

𝐶
𝑘! = 𝐶𝑒, 𝐶 = 𝑒−1.

因此 𝑋 ∼ 𝑃(1).取反比从 𝑘 = 2向无穷求和更简单:

𝑃(𝑋 ⩾ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) − 𝑃(𝑋 = 1) = 1 − 2
𝑒 .

检查:结果位于 [0, 1]内.
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定理 2.21 (泊松近似二项分布)

若 𝑋𝑛 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝𝑛),且当 𝑛 → ∞时

𝑛𝑝𝑛 → 𝜆 > 0,

则对固定的非负整数 𝑘,

𝑃(𝑋𝑛 = 𝑘)⟶ 𝜆𝑘𝑒−𝜆
𝑘! .

注: 证明思路 (B/C级) :把二项概率中的组合数、𝑝𝑘𝑛 和 (1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘 分别整理,核心极限是

(1 − 𝜆
𝑛)

𝑛
→ 𝑒−𝜆.

泊松定理的严格极限证明属于 C 级, 本阶段不要求复现. 做题时只有题目明确要求近似, 或课程
给出适用标准时才用;否则优先保留精确二项式.常见经验条件 𝑛较大、𝑝较小只是近似准则,不
是定理条件的替代品.

例题 2.22 (次品数的泊松近似)

独立抽取 100件产品,每件为次品的概率为 0.05.令 𝑋 为次品数,则

𝑋 ∼ 𝐵(100, 0.05) ≈ 𝑃(5).

若题目要求使用泊松近似,

𝑃(𝑋 ⩾ 3) ≈ 1 − 𝑒−5 (1 + 5 + 52
2! ) .

2.2.5 超几何分布:无放回抽样

定义 2.23 (超几何分布)

总体有 𝑁 件,其中𝑀 件为目标类别;无放回抽取 𝑛件,令 𝑋 为抽到的目标件数,则

𝑃(𝑋 = 𝑘) =
(𝑀
𝑘
)(𝑁−𝑀

𝑛−𝑘
)

(𝑁
𝑛
)

,

11
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其中

max{0, 𝑛 − (𝑁 −𝑀)} ⩽ 𝑘 ⩽ min{𝑛,𝑀}.

记作 𝑋 ∼ 𝐻(𝑁,𝑀, 𝑛) (符号顺序以教材为准) .

注: 二项分布与超几何分布的关键区别:

比较项 二项分布 超几何分布

抽样方式 有放回或每次概率不变 无放回
各次结果 独立 一般不独立
成功概率 每次均为 𝑝 随抽样结果改变

当总体很大、抽样比例很小时,无放回对总体比例的影响很小,此时可近似使用

𝐵(𝑛, 𝑀𝑁 ) .

是否使用近似应服从题目要求.

例题 2.24 (抽到第一件合格品所需次数)

一批产品有 10件合格品、3件次品,逐件抽取,直到抽到合格品为止.令 𝑋 为抽取次数,

分别讨论有放回与无放回.

有放回:每次抽到合格品的概率保持 10/13,故

𝑋 ∼ 𝐺𝑒(1013) , 𝑃(𝑋 = 𝑘) = ( 313)
𝑘−1 10

13.

无放回:最多连续抽出三件次品,所以 𝑋 ∈ {1, 2, 3, 4}.依次使用乘法公式:

𝑃(𝑋 = 1) = 10
13,

𝑃(𝑋 = 2) = 3
13
10
12,

𝑃(𝑋 = 3) = 3
13

2
12
10
11,

𝑃(𝑋 = 4) = 3
13

2
12

1
11.

检查:四项之和为 1.本题也说明“第 𝑘次首次抽到合格品”比“第 𝑘次抽到合格品”条
件更强,不能误用抽签原理.

12
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小结

离散型随机变量的分布由“可能取值 +对应概率”组成,计算概率就是对互斥取值求和.识
别常见分布时先读背景:固定次数的成功数用二项分布,首次成功次数用几何分布,固定区间内的
稀有计数常用泊松分布, 无放回抽样用超几何分布; 使用前必须核对独立性、是否放回、参数含
义和取值范围.

2.3 连续型随机变量与概率密度

2.3.1 密度的含义与基本条件

定义 2.25 (连续型随机变量与概率密度)

若存在非负可积函数 𝑓𝑋 ,使随机变量 𝑋 的分布函数可写为

𝐹𝑋(𝑥) = ∫
𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡,

则称 𝑋 为连续型随机变量,称 𝑓𝑋 为 𝑋 的概率密度函数,简称密度.

密度 𝑓𝑋(𝑥)不是点概率.它的高低反映 𝑋 落在 𝑥附近的概率集中程度:

𝑃(𝑥 < 𝑋 ⩽ 𝑥 + Δ𝑥) = ∫
𝑥+Δ𝑥

𝑥
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡 ≈ 𝑓𝑋(𝑥)Δ𝑥.

改变密度在有限个点处的函数值不会改变任何积分,也不会改变随机变量的分布.

性质 2.26 (密度的充要条件)

函数 𝑓能成为某个连续型随机变量的密度,当且仅当

𝑓(𝑥) ⩾ 0, ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑥)d𝑥 = 1.

13
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定理 2.27 (密度、分布函数与区间概率)

若 𝑋 的密度为 𝑓𝑋 ,则

𝐹𝑋(𝑥) = ∫
𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡, 𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = ∫

𝑏

𝑎
𝑓𝑋(𝑥)d𝑥.

在 𝑓𝑋 的连续点处,

𝐹′𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋(𝑥).

证明: 证明目标:从密度定义推出区间概率公式,并说明何时能由分布函数求密度.
出发点:密度定义、分布函数的区间概率公式和微积分基本定理.
关键转换:把两个变上限积分相减,化为固定区间积分.
正式推导:

𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎)

= ∫
𝑏

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡 − ∫

𝑎

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡

= ∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡.

若 𝑓𝑋 在 𝑥处连续,则由微积分基本定理,

d
d𝑥 ∫

𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡 = 𝑓𝑋(𝑥).

证明小结:“在哪个区间求概率,就在哪个区间对密度积分”.由 𝐹𝑋 求 𝑓𝑋 时只需在各连续
区间求导;有限个分段点处的密度值可任取,但不能把分布函数的跳跃部分误当成普通导数.

定理 2.28 (连续型随机变量的点概率)

若 𝑋 为连续型随机变量,则对任意 𝑎 ∈ ℝ,

𝑃(𝑋 = 𝑎) = 0.

因此区间端点是否包含不影响概率,例如

𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝑃(𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑋(𝑥)d𝑥.

14
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注: 证明思路 (B级) :单点集合的积分为零,

𝑃(𝑋 = 𝑎) = ∫
{𝑎}
𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 = 0;

也可用连续型分布函数连续,得到 𝐹𝑋(𝑎) − 𝐹𝑋(𝑎 − 0) = 0.
“点概率为零”不表示该数值逻辑上不可能出现;它表示单个点在连续尺度上没有正的概率

质量.不能把这一结论用于离散型随机变量.

注: [三个容易混淆的“连续”]

对象 正确结论 常见误判

连续型随机变量 𝑋 其分布可由某个密度积分表
示

不是说 𝑋 是普通连续函数

分布函数 𝐹𝑋 连续型情形下一定连续 分布函数连续未必在更高阶
理论中推出 𝑋 连续型

概率密度 𝑓𝑋 只要求非负、可积且积分为 1 密度本身不必连续

例题 2.29 (判断随机变量的类型)

下列对象分别属于哪一类随机变量?

1. 已知 𝑋 具有概率密度;
2. 令 𝑈 = 1表示事件 {𝑋 > 2}发生,否则 𝑈 = 0;
3. 相邻两次故障之间的时间,以及一段固定时间内的故障次数;
4. 分布函数为

𝐹(𝑥) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,

𝑥/2, 0 ⩽ 𝑥 < 1,

1, 𝑥 ⩾ 1.

为什么这样判断:先看取值是否可数,再看分布函数是否连续.第 1个是连续型;第 2个
只取 0, 1, 是离散型; 故障间隔通常按连续型建模, 而故障次数只能取非负整数, 是离散
型. 第 4 个在区间内连续增长、又在 𝑥 = 1 处跳跃, 因此既不是纯离散型, 也不是连续
型,而是混合型.
结果检查:“原变量连续”不能推出“它的任意函数仍连续”,第 2个对象正是反例.

15
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2.3.2 从密度求参数、概率与分布函数

注: [连续型综合题的四步路线]面对分段密度时,不要一上来就积分.建议固定按以下顺序处理:

1. 查合法性:先检查非负性,再用 ∫
+∞

−∞
𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 = 1确定未知参数;

2. 画支持集:标出密度非零的区间,目标事件只与支持集的交集有关;
3. 按分点积分:求概率时在目标区间积分,求分布函数时把 𝑥经过的每个分点都列出来;
4. 做结果检查:概率应落在 [0, 1],分布函数应单调、连续且两端极限分别为 0, 1.

由已有密度构造新密度时也必须重查归一性.若 𝑓1, 𝑓2都是概率密度,则 𝑎𝑓1+𝑏𝑓2在 𝑎, 𝑏 ⩾
0 且 𝑎 + 𝑏 = 1 时仍是密度; 𝑓(1 − 𝑥) 经变量代换后总积分不变. 相反, 2𝑓(𝑥) 的总积分为 2, 而
𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)的总积分也未必等于 1,一般不能直接作为密度.

例题 2.30 (分段密度综合题)

设

𝑓𝑋(𝑥) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

𝑥, 0 < 𝑥 < 1,

𝑘(2 − 𝑥), 1 < 𝑥 < 2,

0, 其他.

求 𝑘、𝑃(1
2
< 𝑋 ⩽ 3

2
)、𝐹𝑋(𝑥)以及 𝑃(𝑋 > 1

2
∣ 𝑋 ⩽ 1).

第 1步:用归一性确定参数.

1 = ∫
1

0
𝑥d𝑥 + ∫

2

1
𝑘(2 − 𝑥)d𝑥 = 1

2 +
𝑘
2 ,

故 𝑘 = 1.
第 2步:在目标区间积分.

𝑃(12 < 𝑋 ⩽ 3
2) = ∫

1

1/2
𝑥d𝑥 + ∫

3/2

1
(2 − 𝑥)d𝑥

= 3
8 +

3
8 =

3
4.
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第 3步:先用支持集秒杀首尾两段,再计算中间.

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,
𝑥2
2 , 0 ⩽ 𝑥 < 1,

1 − (2 − 𝑥)2
2 , 1 ⩽ 𝑥 < 2,

1, 𝑥 ⩾ 2.

第 4步:条件概率.

𝑃(𝑋 > 1
2 ∣ 𝑋 ⩽ 1) = 𝑃(1/2 < 𝑋 ⩽ 1)

𝑃(𝑋 ⩽ 1)

= 𝐹𝑋(1) − 𝐹𝑋(1/2)
𝐹𝑋(1)

= 1/2 − 1/8
1/2 = 3

4.

检查: 𝐹𝑋 连续、单调不减,且首尾极限为 0, 1.

例题 2.31 (全实轴上的双指数密度)

设

𝑓𝑋(𝑥) = 𝐴𝑒−|𝑥|, −∞ < 𝑥 < +∞.

求 𝐴、𝑃(0 < 𝑋 < 1)和 𝐹𝑋(𝑥).

由偶函数与归一性,

1 = 2𝐴∫
∞

0
𝑒−𝑥 d𝑥 = 2𝐴, 𝐴 = 1

2.

所以
𝑃(0 < 𝑋 < 1) = 1

2 ∫
1

0
𝑒−𝑥 d𝑥 = 1

2(1 − 𝑒−1).

分布函数需按 𝑥 = 0分段:

𝐹𝑋(𝑥) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1
2𝑒

𝑥, 𝑥 < 0,

1 − 1
2𝑒

−𝑥, 𝑥 ⩾ 0.
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本例的支持集没有有限上下界,因此 𝐹𝑋(𝑥)在有限点处既不取 0,也不取 1,只在两端趋
近.

例题 2.32 (验证给定函数能否作为密度)

判断下列函数能否作为概率密度:

𝑓1(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1
2, |𝑥| < 2,

0, 其他,
𝑓2(𝑥) =

⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑒−𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0.

验证目标:检查非负性和归一性.
出发点:密度的充要条件.
关键转换:只在函数非零的支持区间积分.
逐项验证:两者都非负,但

∫
∞

−∞
𝑓1(𝑥)d𝑥 = ∫

2

−2

1
2 d𝑥 = 2 ≠ 1,

所以 𝑓1 不是密度;而
∫

∞

−∞
𝑓2(𝑥)d𝑥 = ∫

∞

0
𝑒−𝑥 d𝑥 = 1,

所以 𝑓2 是密度.
验证小结:图像“看起来像密度”不够;高度必须与支持区间长度共同满足总面积为 1.

例题 2.33 (灯管寿命与二项分布的衔接)

灯管寿命 𝑋 的密度为

𝑓𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1000
𝑥2 , 𝑥 > 1000,

0, 其他.

则

𝑃(𝑋 > 1500) = ∫
∞

1500

1000
𝑥2 d𝑥 = 2

3.

18
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任取 5支且寿命相互独立,令 𝑌 为寿命超过 1500小时的支数,则

𝑌 ∼ 𝐵(5, 23) ,

𝑃(𝑌 ⩾ 2) = 1 − (13)
5
− (51)

2
3 (

1
3)

4
= 232
243.

方法选择:先用连续型积分求单支成功概率,再用二项分布统计五支中的成功数.

小结

连续型随机变量用密度描述分布:密度非负且总积分为 1,区间概率由积分得到,单点概率为
零.做综合题时依次完成“归一化求参数—按支持集分段积分—由积分写分布函数—必要时求导
还原密度”;遇到第二层计数问题,再把单次概率交给二项分布.

2.4 三种常见连续型分布

2.4.1 均匀分布

定义 2.34 (均匀分布)

若

𝑓𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1
𝑏 − 𝑎, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

0, 其他,

则称 𝑋 在区间 (𝑎, 𝑏)上服从均匀分布,记作 𝑋 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏).其分布函数为

𝐹𝑋(𝑥) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

0, 𝑥 < 𝑎,
𝑥 − 𝑎
𝑏 − 𝑎, 𝑎 ⩽ 𝑥 < 𝑏,

1, 𝑥 ⩾ 𝑏.

均匀分布的背景是“在区间内按长度等可能”.因此对 (𝑐, 𝑑) ⊆ (𝑎, 𝑏),

𝑃(𝑐 < 𝑋 < 𝑑) = 𝑑 − 𝑐
𝑏 − 𝑎.
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例题 2.35 (均匀分布与方程实根)

设 𝑋 ∼ 𝑈(1, 6).求方程

𝑡2 + 𝑋𝑡 + 1 = 0

有实根的概率.

方程有实根当且仅当判别式非负:

𝑋2 − 4 ⩾ 0.

结合 𝑋 ∈ (1, 6),事件化简为 {𝑋 ⩾ 2}.均匀分布按长度计算,

𝑃(𝑋 ⩾ 2) = 6 − 2
6 − 1 =

4
5.

关键转折:解出不等式后必须与随机变量的支持集取交集.

例题 2.36 (由随机取点识别均匀分布)

在区间 (0, 2) 上随机取一点, 令 𝑋 为落点位置. “任意小区间的概率与长度成正比”正

是均匀分布背景,因此

𝑋 ∼ 𝑈(0, 2), 𝑓𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1
2
, 0 < 𝑥 < 2,

0, 其他.

2.4.2 指数分布与无记忆性

定义 2.37 (指数分布)

若 𝜆 > 0且

𝑓𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⩽ 0,
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则称 𝑋 服从参数为 𝜆的指数分布,记作 𝑋 ∼ 𝐸(𝜆).其分布函数为

𝐹𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,

1 − 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ⩾ 0.

指数分布常用于无明显老化阶段的等待时间或寿命.对 𝑎 > 0,

𝑃(𝑋 > 𝑎) = 𝑒−𝜆𝑎.

若教材用尺度参数 𝜃 = 1/𝜆,所有公式中的 𝜆应替换为 1/𝜃.

定理 2.38 (指数分布的无记忆性)

若 𝑋 ∼ 𝐸(𝜆),则对 𝑠, 𝑡 > 0,

𝑃(𝑋 > 𝑠 + 𝑡 ∣ 𝑋 > 𝑠) = 𝑃(𝑋 > 𝑡).

证明: 证明目标:证明已经等待 𝑠后,再等待超过 𝑡的概率与从零开始等待超过 𝑡的概率相同.
出发点:条件概率定义与指数分布的尾概率公式.
关键转换:因为 𝑠 + 𝑡 > 𝑠,

{𝑋 > 𝑠 + 𝑡} ⊆ {𝑋 > 𝑠}.

正式推导:
𝑃(𝑋 > 𝑠 + 𝑡 ∣ 𝑋 > 𝑠) = 𝑃(𝑋 > 𝑠 + 𝑡)

𝑃(𝑋 > 𝑠)

= 𝑒−𝜆(𝑠+𝑡)
𝑒−𝜆𝑠

= 𝑒−𝜆𝑡 = 𝑃(𝑋 > 𝑡).
证明小结: 无记忆性依赖指数尾概率的乘法结构. 它不是所有寿命分布的通性, 也不表示现

实设备永不老化.

例题 2.39 (指数分布综合题)

设 𝑋 ∼ 𝐸(2),求密度、分布函数、

𝑃(𝑋 ⩽ 𝑎 + 1 ∣ 𝑋 > 𝑎) (𝑎 > 0),
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𝐹𝑋(2)和 𝑃(𝑋 = 1).

𝑓𝑋(𝑥) = {
2𝑒−2𝑥, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⩽ 0,
𝐹𝑋(𝑥) = {

0, 𝑥 < 0,

1 − 𝑒−2𝑥, 𝑥 ⩾ 0.

利用条件事件中的对立关系和无记忆性,

𝑃(𝑋 ⩽ 𝑎 + 1 ∣ 𝑋 > 𝑎) = 1 − 𝑃(𝑋 > 𝑎 + 1 ∣ 𝑋 > 𝑎)

= 1 − 𝑃(𝑋 > 1) = 1 − 𝑒−2.

此外
𝐹𝑋(2) = 1 − 𝑒−4, 𝑃(𝑋 = 1) = 0.

2.4.3 正态分布与标准化

定义 2.40 (正态分布)

若 𝜎 > 0且

𝑓𝑋(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
exp[−(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2 ] , −∞ < 𝑥 < +∞,

则称 𝑋 服从均值参数为 𝜇、方差参数为 𝜎2 的正态分布,记作

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2).

密度曲线关于 𝑥 = 𝜇对称,在 𝑥 = 𝜇处最高;越远离 𝜇,附近概率密度越小.因此

𝑃(𝑋 ⩽ 𝜇) = 𝑃(𝑋 ⩾ 𝜇) = 1
2.
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性质 2.41 (3𝜎原则)

若 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2),则近似有

𝑃(|𝑋 − 𝜇| ⩽ 𝜎) ≈ 0.6827,

𝑃(|𝑋 − 𝜇| ⩽ 2𝜎) ≈ 0.9545,

𝑃(|𝑋 − 𝜇| ⩽ 3𝜎) ≈ 0.9973.

超出 𝜇 ± 3𝜎的结果很少见,但并非逻辑上不可能.

定义 2.42 (标准正态分布)

当 𝜇 = 0, 𝜎 = 1时,称 𝑍 服从标准正态分布,记作 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1).其密度与分布函数记为

𝜑(𝑧) = 1
√2𝜋

𝑒−𝑧2/2, Φ(𝑧) = 𝑃(𝑍 ⩽ 𝑧).

定理 2.43 (正态标准化)

若 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2),则

𝑍 = 𝑋 − 𝜇
𝜎 ∼ 𝑁(0, 1).

因此

𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = Φ(𝑏 − 𝜇
𝜎 ) − Φ(𝑎 − 𝜇

𝜎 ) .

注: 正态标准化的分布函数证明属于 C 级: 本阶段不要求复现换元积分的完整细节, 只需掌握
“减均值、除标准差”,并记住参数写的是 𝜎2、标准化分母写的是 𝜎.

由标准正态密度的对称性,

Φ(−𝑎) = 1 − Φ(𝑎), Φ(0) = 1
2,

且对 𝑎 > 0,
𝑃(|𝑍| ⩽ 𝑎) = 2Φ(𝑎) − 1.
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例题 2.44 (只用对称性,不必标准化)

若 𝑋 ∼ 𝑁(2, 𝜎2)且 𝑃(2 < 𝑋 < 4) = 0.3,则区间 (0, 2)与 (2, 4)关于 𝜇 = 2对称,所以

𝑃(0 < 𝑋 < 2) = 0.3.

同理,若 𝑃(𝑋 ⩽ 4) = 0.5,则正态密度的对称轴必须为 4,故 𝜇 = 4.

例题 2.45 (一次函数仍服从正态)

若 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2),则

𝑎𝑋 + 𝑏 ∼ 𝑁(𝑎𝜇 + 𝑏, 𝑎2𝜎2), 𝑎 ≠ 0.

例如 𝑋 ∼ 𝑁(1, 1)时,要使 𝑋 + 𝐶 ∼ 𝑁(0, 1),必须取 𝐶 = −1.

例题 2.46 (公交车门高度)

成年男子身高 𝑋 ∼ 𝑁(165, 36) (单位: 厘米) . 若车门碰头率不超过 1%, 且已知

Φ(2.33) = 0.99,求车门高度的最低设计值.

设车门高度为 ℎ.碰头率不超过 1%等价于

𝑃(𝑋 ⩽ ℎ) ⩾ 0.99.

标准化:
Φ(ℎ − 165

6 ) ⩾ Φ(2.33).

由于 Φ严格递增,
ℎ − 165

6 ⩾ 2.33, ℎ ⩾ 178.98.

实际设计可取 179厘米.检查:这里的 36是方差,所以标准差为 6.
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例题 2.47 (由中心区间概率比较标准差)

设

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎21 ), 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎22),

且

𝑃(|𝑋 − 𝜇1| < 1) > 𝑃(|𝑌 − 𝜇2| < 1).

标准化后

2Φ(1/𝜎1) − 1 > 2Φ(1/𝜎2) − 1.

因 Φ严格递增,得 𝜎1 < 𝜎2.标准差越小,分布越集中.

例题 2.48 (从二次指数识别正态分布)

已知某密度在全实轴上形如

𝑓𝑋(𝑥) = 𝐴 exp(−14𝑥
2 + 𝑥) .

识别 𝑋 的正态参数,并求

𝑃(−2√2 + 2 < 𝑋 < 2√2 + 2)

(用 Φ表示) .

先配方:
−14𝑥

2 + 𝑥 = −(𝑥 − 2)2
4 + 1.

与
−(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2
比较,得 𝜇 = 2, 𝜎2 = 2.因此

𝑋 − 2
√2

∼ 𝑁(0, 1),

𝑃(−2√2 + 2 < 𝑋 < 2√2 + 2) = 𝑃(−2 < 𝑍 < 2) = 2Φ(2) − 1.

题目若不要求 𝐴,无需先计算归一化常数.
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小结

均匀分布按区间长度计算,指数分布用尾概率 𝑒−𝜆𝑎 并具有无记忆性,正态分布先找对称轴,
再决定是否标准化. 使用时必须核对参数口径: 均匀分布看区间端点, 指数分布区分速率 𝜆 与尺
度 𝜃,正态分布区分方差 𝜎2 与标准差 𝜎.

2.5 随机变量函数的分布

2.5.1 离散型:合并产生同一函数值的概率

若离散型随机变量 𝑋 的分布律为 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘) = 𝑝𝑘,令 𝑌 = 𝑔(𝑋),则:

1. 先计算所有 𝑔(𝑥𝑘),去掉重复值,得到 𝑌 的全部可能取值;
2. 对每个 𝑦,把所有满足 𝑔(𝑥𝑘) = 𝑦的概率相加:

𝑃(𝑌 = 𝑦) = ∑
𝑘∶𝑔(𝑥𝑘)=𝑦

𝑝𝑘.

例题 2.49 (离散型函数的分布)

已知
𝑋 −1 0 1 2

𝑃 1
4

1
3

1
6

1
4

令 𝑌 = 𝑋2,求 𝑌 的分布律.

由 𝑌 = 𝑋2,可能取值为 0, 1, 4.其中 𝑋 = −1与 𝑋 = 1都映射到 𝑌 = 1,所以

𝑃(𝑌 = 0) = 𝑃(𝑋 = 0) = 1
3,

𝑃(𝑌 = 1) = 𝑃(𝑋 = −1) + 𝑃(𝑋 = 1) = 1
4 +

1
6 =

5
12,

𝑃(𝑌 = 4) = 𝑃(𝑋 = 2) = 1
4.

检查:三项概率之和为 1.易错点是只取 𝑋 = 1而漏掉 𝑋 = −1.
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2.5.2 连续型:分布函数法

定理 2.50 (一维随机变量函数的分布函数法)

设连续型随机变量 𝑋 的分布已知, 𝑌 = 𝑔(𝑋).对任意实数 𝑦,

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(𝑌 ⩽ 𝑦) = 𝑃(𝑔(𝑋) ⩽ 𝑦).

把不等式 𝑔(𝑋) ⩽ 𝑦 化为关于 𝑋 的取值集合,再用 𝑋 的分布函数或密度计算,即可得到

𝐹𝑌 ;若 𝐹𝑌 在相应区间可导,再由

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐹′𝑌 (𝑦)

求密度.

注: 分布函数法是通法,尤其适合 𝑔非单调、多对一或含绝对值的情形.固定流程为:

先定𝑌 的范围 ⟶ 写𝑃(𝑔(𝑋) ⩽ 𝑦) ⟶ 化成𝑋 的范围 ⟶ 求概率并求导 .

若 𝑔在 𝑋 的支持区间上严格单调且可导,也可使用反函数密度公式,但本章优先掌握不易漏解的
分布函数法.

例题 2.51 (单调线性变换)

设

𝑓𝑋(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑥
8 , 0 < 𝑥 < 4,

0, 其他,
𝑌 = 2𝑋 + 8.

求 𝑌 的密度.

推导目标:用分布函数法求 𝑌 的分布.
出发点: 𝑋 ∈ (0, 4),故 𝑌 ∈ (8, 16).
关键转换:对中间区间 8 ⩽ 𝑦 < 16,

{𝑌 ⩽ 𝑦} = {2𝑋 + 8 ⩽ 𝑦} = {𝑋 ⩽ 𝑦 − 8
2 } .
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正式推导:

𝐹𝑌 (𝑦) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

0, 𝑦 < 8,

∫
(𝑦−8)/2

0

𝑥
8 d𝑥 = (𝑦 − 8)2

64 , 8 ⩽ 𝑦 < 16,

1, 𝑦 ⩾ 16.

于是

𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑦 − 8
32 , 8 < 𝑦 < 16,

0, 其他.

推导小结:先确定 𝑌 的支持集可以直接写出 0与 1两段,也可防止求导后漏写密度的取
值范围.

例题 2.52 (绝对值变换:两侧概率要相加)

设

𝑓𝑋(𝑥) =
1
2𝑒

−|𝑥|, −∞ < 𝑥 < +∞,

令 𝑌 = |𝑋|.求 𝑌 的密度.

因为 𝑌 ⩾ 0,
𝐹𝑌 (𝑦) = 0, 𝑦 < 0.

当 𝑦 ⩾ 0时,
𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(|𝑋| ⩽ 𝑦) = 𝑃(−𝑦 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑦)

= ∫
𝑦

−𝑦

1
2𝑒

−|𝑥| d𝑥 = 1 − 𝑒−𝑦.

所以

𝑓𝑌 (𝑦) = {
𝑒−𝑦, 𝑦 > 0,

0, 𝑦 ⩽ 0.

结果是参数为 1的指数分布.检查:密度非负且在 (0,∞)上积分为 1.
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例题 2.53 (均匀分布经过绝对值变换)

设 𝑋 ∼ 𝑈(−1, 2),令 𝑌 = |𝑋|,求 𝑌 的密度.

先画 𝑦 = |𝑥|在 𝑥 ∈ [−1, 2]上的图像,可见 𝑌 ∈ [0, 2].水平线在 0 < 𝑦 < 1时与左右
两支相交,在 1 < 𝑦 < 2时只与右支相交,因此必须以 𝑦 = 1分段.
当 0 ⩽ 𝑦 < 1时,

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(−𝑦 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑦) = 2𝑦
3 .

当 1 ⩽ 𝑦 < 2时,左端已超出 𝑋 的支持集,

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(−1 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑦) = 𝑦 + 1
3 .

故

𝐹𝑌 (𝑦) =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

0, 𝑦 < 0,
2𝑦
3 , 0 ⩽ 𝑦 < 1,

𝑦 + 1
3 , 1 ⩽ 𝑦 < 2,

1, 𝑦 ⩾ 2,

𝑓𝑌 (𝑦) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2
3, 0 < 𝑦 < 1,

1
3, 1 < 𝑦 < 2,

0, 其他.

关键转折: 非单调变换可能使不同的 𝑥 映射到同一个 𝑦, 且交点个数变化的位置就是新
的分段点.

例题 2.54 (正态绝对偏差)

若 𝑋 ∼ 𝑁(1, 4),令 𝑌 = |𝑋 − 1|.当 𝑦 ⩾ 0时,

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(|𝑋 − 1| ⩽ 𝑦)

= 𝑃(|||
𝑋 − 1
2

||| ⩽
𝑦
2) = 2Φ(𝑦2) − 1.
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因此

𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜑(𝑦/2), 𝑦 > 0,

0, 𝑦 < 0.

这里利用的是正态标准化,而不是直接积分正态密度.

2.5.3 概率积分变换

定理 2.55 (概率积分变换)

若连续型随机变量 𝑋 的分布函数 𝐹𝑋 在其有效取值区间上严格递增,则

𝑌 = 𝐹𝑋(𝑋) ∼ 𝑈(0, 1).

注: 证明思路 (B级) :当 0 < 𝑦 < 1时,利用严格递增性和反函数,

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(𝐹𝑋(𝑋) ⩽ 𝑦)

= 𝑃(𝑋 ⩽ 𝐹−1𝑋 (𝑦))

= 𝐹𝑋(𝐹−1𝑋 (𝑦)) = 𝑦.

再补上 𝑦 < 0时为 0、𝑦 ⩾ 1时为 1,即得到 𝑈(0, 1)的分布函数.若 𝐹𝑋 不严格递增,可用广义逆
作更一般的表述;本阶段不要求展开.

注: 考研专项:概率积分变换的用途.它把一般连续分布转成均匀分布,是随机模拟和蒙特卡洛方
法的基础之一.基础阶段会识别并使用结论即可.

小结

离散型函数分布通过“代入取值、合并同像概率”得到;连续型函数分布优先使用分布函数
法.使用时先确定 𝑌 的支持集,再把 𝑌 ⩽ 𝑦转为关于 𝑋 的事件.函数非单调时必须检查一个 𝑦对
应几个 𝑥,交点个数发生变化的位置就是分段点.
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2.6 本章总结

2.6.1 知识结构

随机变量𝑋 ⟶ 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑥)

⟶
⎧⎪
⎨⎪
⎩

离散型: 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑘) = 𝑝𝑘, 𝐹𝑋(𝑥) = ∑
𝑥𝑘⩽𝑥

𝑝𝑘,

连续型: 𝐹𝑋(𝑥) = ∫
𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑡)d𝑡,

⟶ 𝑌 = 𝑔(𝑋)的分布.

2.6.2 核心公式与适用条件

公式 内容 使用前检查

区间概率 𝑃(𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎) 端点开闭、左极限
离散型概率 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴) = ∑

𝑥𝑘∈𝐴
𝑝𝑘 取值是否列全

连续型概率 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓𝑋(𝑥)d𝑥 密度与支持集

二项分布 (𝑛
𝑘
)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 固定次数、独立、概

率不变
几何分布 (1 − 𝑝)𝑘−1𝑝 首次成功、第 𝑘次停

止
泊松分布 𝜆𝑘𝑒−𝜆/𝑘! 𝑘 = 0, 1,…
超几何分布 (𝑀

𝑘
)(𝑁−𝑀

𝑛−𝑘
)/(𝑁

𝑛
) 无放回、取值上下界

指数尾概率 𝑃(𝑋 > 𝑎) = 𝑒−𝜆𝑎 𝑋 ∼ 𝐸(𝜆), 𝑎 > 0
正态标准化 (𝑋 − 𝜇)/𝜎 ∼ 𝑁(0, 1) 分母是标准差 𝜎
函数分布 𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃(𝑔(𝑋) ⩽ 𝑦) 先求 𝑌 的支持集

2.6.3 常见题型与方法选择

1. 判断函数是否合法: 分布函数查单调不减、右连续、两端极限; 分布律查非负与求和为 1;
密度查非负与积分为 1.

2. 由分布函数算概率:把目标区间写成两个左侧事件之差,离散情形保留左极限.
3. 离散型求分布律:先列全部取值,再逐个求概率;复杂的最后一项可用总概率为 1补出.

31



概率论讲义 @Codex and XZXZZX

4. 识别常见分布:先读试验结构,不要只凭公式外形;特别区分二项、几何和超几何.
5. 连续型综合题:归一化求参数,再按支持集积分;分布函数先写支持集外的 0、1两段.
6. 正态题:先看对称性能否直接解决,再标准化;看到方差参数先开方得到标准差.
7. 随机变量函数: 离散型合并同像概率; 连续型用分布函数法, 非单调时画 𝑦 = 𝑔(𝑥) 并找分
段点.

2.6.4 重点辨析

概念 本质区别 常见误判

分布函数与密度 𝐹𝑋 是累计概率, 𝑓𝑋 是概率集
中程度

把 𝑓𝑋(𝑎)当作 𝑃(𝑋 = 𝑎)

离散与连续 前者对取值求和, 后者对区间
积分

看到“随机”就默认等可能

互斥与独立 互斥是不同时发生, 独立是不
影响概率

把互斥事件当作独立事件

二项与超几何 二项要求概率不变, 超几何是
无放回

无放回仍直接套二项

几何与二项 几何统计首次成功所需次数,
二项统计固定次数内成功数

忽略“直到”“为止”

方差与标准差 正态记号写 𝜎2,标准化除以 𝜎 直接除以题中的方差数字
点概率为零与不可
能

连续型单点概率为零, 但单点
可作为结果出现

由 𝑃(𝐴) = 0推出 𝐴 = ∅

2.6.5 易错点

1. 分布函数定义域是整个实数轴,不能只写随机变量的支持区间.
2. 分布函数右连续;离散型跳跃点处等号应放在右侧一段.
3. 分布律和密度都要先写取值范围或支持集,不能只写公式主体.
4. 泊松近似不能擅自代替精确二项概率.
5. 密度在个别点处的值不影响分布,但整个区间上的密度不能随意改.
6. 连续型区间端点可忽略,离散型端点通常不可忽略.
7. 求 𝑌 = 𝑔(𝑋)时,不能默认 𝑔单调;例如平方和绝对值会合并两侧概率.
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2.6.6 证明掌握清单

• A级:会完整验证分布函数、分布律和密度;会由密度推出分布函数和区间概率;会处理分
布函数跳跃点;会用分布函数法推导 𝑌 = 𝑔(𝑋)的分布;会证明指数分布无记忆性.

• B级:会解释二项、几何、泊松等公式的试验背景;理解泊松近似的条件与限制;能说明连
续型单点概率为零;理解概率积分变换的证明骨架.

• C级:泊松定理严格极限证明、正态标准化的完整积分证明、分布函数左极限的严格分析
证明,以及常见分布归一化的重复代数推导,本阶段不要求复现.

2.6.7 自测题

练习 2.56 (分布函数与跳跃)

设

𝐹(𝑥) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

0, 𝑥 < 0,

𝑐, 0 ⩽ 𝑥 < 2,

1, 𝑥 ⩾ 2.

确定 𝑐的允许范围,并写出 𝑃(𝑋 = 0)、𝑃(𝑋 = 2)与 𝑃(0 < 𝑋 < 2).

练习 2.57 (分布选择)

分别判断下列随机变量更适合二项、几何、泊松还是超几何分布,并说明条件:

1. 独立检查 20件产品中的次品数;
2. 无放回抽取 5件产品中的次品数;
3. 直到第一次出现次品所检查的件数;
4. 一小时内到达服务台的人数.

练习 2.58 (密度与分布函数)

设

𝑓(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑘𝑥, 0 < 𝑥 < 2,

0, 其他.
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求 𝑘、分布函数 𝐹、𝑃(𝑋 > 1),并验证所得 𝐹 满足分布函数条件.

练习 2.59 (正态标准化)

设 𝑋 ∼ 𝑁(10, 4),用 Φ表示

𝑃(8 < 𝑋 < 13), 𝑃(|𝑋 − 10| ⩽ 3).

练习 2.60 (随机变量函数)

设 𝑋 ∼ 𝑈(−2, 1),令 𝑌 = 𝑋2.先画 𝑦 = 𝑥2 在支持区间上的图像,再求 𝑌 的分布函数和

密度.检查分段点为何不是只有 0.

注: [本章自检]完成本章后,应能回答:

1. 为什么分布函数能表示随机变量的全部概率信息?
2. 如何从题目语言判断该求和还是积分?
3. 五种离散分布和三种连续分布各自的参数、支持集与典型背景是什么?
4. 为什么连续型单点概率为零,却不能简单理解成“绝不可能取到”?
5. 面对 𝑌 = 𝑔(𝑋),为什么分布函数法比死背变换公式更稳妥?
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