
概率论讲义 @Codex and XZXZZX

第五章 大数定律和中心极限

定理

本章导读

前四章主要研究一个或少数随机变量.本章把视角转向大量随机变量:重复试验越来越多时,
随机性会不会显现出稳定规律?

本章的两个核心问题是:

1. 大数定律:大量观测的算术平均会稳定到哪里?
2. 中心极限定理:大量独立随机变量的和或平均值,近似服从什么分布?

二者都研究“大量重复”,但回答的问题不同:

大数定律:稳定值 中心极限定理:近似分布 .

本章依赖第四章的期望、方差、切比雪夫不等式和正态标准化; 下一章讨论样本统计量时,
会反复使用这里的结论.

5.1 依概率收敛

5.1.1 为什么需要一种新的收敛

普通数列 𝑥𝑛 → 𝑎表示:当 𝑛足够大时, 𝑥𝑛 必然落在 𝑎附近.但随机变量 𝑋𝑛 的取值具有随
机性,不能要求每次取值都落在附近.我们能要求的是: 𝑛越大, 𝑋𝑛 落在 𝑎附近的概率越接近 1.
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定义 5.1 (依概率收敛)

设 {𝑋𝑛}为随机变量序列, 𝑎为常数.若对任意 𝜀 > 0,都有

lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑎| < 𝜀) = 1,

则称 𝑋𝑛 依概率收敛于 𝑎,记为

𝑋𝑛
𝑃−→ 𝑎.

等价地,

lim
𝑛→∞

𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑎| ⩾ 𝜀) = 0.

注: 定义中有三个不能漏掉的词:任意 𝜀 > 0、概率的极限、极限等于 1或 0.依概率收敛不表示
从某一项起每次都落入邻域,也不表示误差随 𝑛单调减小.

例题 5.2 (从定义识别依概率收敛)

设

𝑃(𝑋𝑛 = 0) = 1 − 1
𝑛, 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑛) = 1

𝑛.

证明 𝑋𝑛
𝑃−→ 0.

任取 𝜀 > 0.当 𝑛 > 𝜀时,

𝑃(|𝑋𝑛 − 0| ⩾ 𝜀) = 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑛) = 1
𝑛 → 0.

故 𝑋𝑛
𝑃−→ 0.

结果检查:虽然 𝑋𝑛 偶尔会取很大的值 𝑛,但这种异常取值的概率只有 1/𝑛,最终趋于零.
这正体现了“允许偶尔偏离,但偏离概率消失”.
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5.1.2 连续函数下的运算性质

定理 5.3 (依概率收敛的连续映射性质)

若 𝑋𝑛
𝑃−→ 𝑎,且函数 𝑔在 𝑎处连续,则

𝑔(𝑋𝑛)
𝑃−→ 𝑔(𝑎).

若 𝑋𝑛
𝑃−→ 𝑎、𝑌𝑛

𝑃−→ 𝑏,且二元函数 𝑔在 (𝑎, 𝑏)处连续,则

𝑔(𝑋𝑛, 𝑌𝑛)
𝑃−→ 𝑔(𝑎, 𝑏).

常用特例包括
𝑋𝑛 + 𝑌𝑛

𝑃−→ 𝑎 + 𝑏, 𝑋𝑛𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑎𝑏,

以及当 𝑏 ≠ 0时
𝑋𝑛
𝑌𝑛

𝑃−→ 𝑎
𝑏.

注: 使用函数结论前必须检查连续性.例如倒数函数 𝑔(𝑥) = 1/𝑥在 0处不连续,所以由 𝑋𝑛
𝑃−→ 0

不能直接推出 1/𝑋𝑛 的收敛结论.

小结

依概率收敛表示随机变量偏离目标常数至少 𝜀 的概率趋于零. 判断时固定从定义的两种等
价形式出发;进行函数变换时,还要检查函数在极限点是否连续.后面所有大数定律的结论,都是
一种依概率收敛.

5.2 大数定律

5.2.1 共同主线:算术平均稳定到期望

令
𝑋𝑛 =

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.

大数定律研究的典型结论是
𝑋𝑛 − 𝐸(𝑋𝑛)

𝑃−→ 0,
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或在同分布情形下
𝑋𝑛

𝑃−→ 𝜇.

直观上,大量观测取平均会削弱个别异常值的影响,使平均值稳定在总体期望附近.

5.2.2 切比雪夫大数定律

定理 5.4 (切比雪夫大数定律)

设随机变量序列 𝑋1, 𝑋2,…满足:

1. 𝑋1, 𝑋2,…两两不相关;
2. 各随机变量的期望和方差存在;
3. 方差一致有界,即存在常数 𝐶 > 0,使

𝐷(𝑋𝑖) ⩽ 𝐶, 𝑖 = 1, 2,… .

则对任意 𝜀 > 0,

lim
𝑛→∞

𝑃 (
||||
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 −
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸(𝑋𝑖)
||||
< 𝜀) = 1.

即
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 −
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸(𝑋𝑖)
𝑃−→ 0.

特别地,若 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇,则
𝑋𝑛

𝑃−→ 𝜇.

注: [怎样由切比雪夫不等式得到大数定律]这是本章需要理解的 B级证明骨架.令

𝑌𝑛 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.

两两不相关使和的方差可以相加,因此

𝐷(𝑌𝑛) =
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑖=1

𝐷(𝑋𝑖) ⩽
𝑛𝐶
𝑛2 = 𝐶

𝑛 .

由切比雪夫不等式,
𝑃(|𝑌𝑛 − 𝐸(𝑌𝑛)| ⩾ 𝜀) ⩽ 𝐷(𝑌𝑛)

𝜀2 ⩽ 𝐶
𝑛𝜀2 → 0.

这恰好是 𝑌𝑛 − 𝐸(𝑌𝑛)
𝑃−→ 0的定义.

真正起作用的链条是

两两不相关 ⟹ 平均值方差可相加 ⟹ 𝐷(𝑌𝑛) → 0 ⟹ 依概率收敛 .
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5.2.3 辛钦大数定律

定理 5.5 (辛钦大数定律)

设 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布,且

𝐸|𝑋1| < ∞, 𝐸(𝑋1) = 𝜇.

则

𝑋𝑛 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑃−→ 𝜇.

注: “期望存在”严格地说是 𝐸|𝑋1| < ∞.辛钦大数定律不要求方差存在,因此适用于某些方差
无穷但期望有限的分布.其严格证明属于 C级,本阶段不要求复现;必须准确记住条件和结论,并
会逐项验证.

5.2.4 两种大数定律的辨析

比较项 切比雪夫大数定律 辛钦大数定律

变量关系 两两不相关即可 独立同分布
分布要求 可以不同分布 必须同分布
矩条件 方差存在且一致有界 只要求绝对一阶矩有限
结论 平均值减其期望依概率趋于零 平均值依概率趋于共同期望
证明要求 理解切比雪夫不等式推导 严格证明本阶段不要求复现

注: [方法选择]若题目直接给出“独立同分布”且只需研究算术平均,通常优先用辛钦大数定律,
因为只需检查期望存在.若变量不同分布,但能验证两两不相关且方差一致有界,则使用切比雪夫
大数定律.
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5.2.5 伯努利大数定律与频率稳定性

定理 5.6 (伯努利大数定律)

在 𝑛次独立重复试验中,事件 𝐴每次发生的概率为 𝑝,发生次数为 𝑁𝑛.则对任意 𝜀 > 0,

lim
𝑛→∞

𝑃 (|||
𝑁𝑛
𝑛 − 𝑝||| < 𝜀) = 1,

即
𝑁𝑛
𝑛

𝑃−→ 𝑝.

注: 伯努利大数定律把第一章“频率稳定于概率”的直观说法写成了严格的概率极限.它不保证
试验次数每增加一次,频率就更接近 𝑝;它保证偏离 𝑝超过固定误差的概率趋于零.

证明: 证明目标:说明事件频率依概率收敛于事件概率.
出发点:把每次试验是否发生 𝐴写成 0–1随机变量,并使用辛钦大数定律.
关键转换:令

𝐼𝑖 = {
1, 第 𝑖次试验中 𝐴发生,

0, 第 𝑖次试验中 𝐴不发生.
则频率就是这些指示变量的算术平均.

正式推导: 𝐼1, 𝐼2,…独立同分布,且

𝐸(𝐼𝑖) = 𝑝, 𝑁𝑛 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝐼𝑖.

由辛钦大数定律,
𝑁𝑛
𝑛 = 1

𝑛
𝑛
∑
𝑖=1

𝐼𝑖
𝑃−→ 𝑝.

证明小结:频率稳定性本质上是 0–1随机变量样本均值的稳定性.可复用的方法是先把“次
数”写成指示变量之和,再调用大数定律.
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5.2.6 用大数定律处理算术平均

例题 5.7 (平方的算术平均)

设 𝑋1, 𝑋2,…相互独立,且均服从参数为 2的指数分布.求

𝑌𝑛 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

的依概率极限.

方法选择:研究的是 𝑋2
𝑖 的算术平均,所以应验证 𝑋2

𝑖 ,而不是只验证 𝑋𝑖 的条件.
因为 𝑋𝑖 独立同分布,所以 𝑋2

𝑖 也独立同分布.又由指数分布的数字特征,

𝐸(𝑋𝑖) =
1
2, 𝐷(𝑋𝑖) =

1
4,

故
𝐸(𝑋2

𝑖 ) = 𝐷(𝑋𝑖) + [𝐸(𝑋𝑖)]2 =
1
4 +

1
4 =

1
2 < ∞.

由辛钦大数定律,
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑃−→ 1
2.

关键转折:“求谁的算术平均,就验证谁的条件”.这里的基本变量是 𝑋2
𝑖 .

例题 5.8 (由密度确定依概率极限)

设 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布,密度为

𝑓(𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑥𝑒−𝑥2/2, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0.

判断是否存在常数 𝑎,使
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑃−→ 𝑎,

若存在,求 𝑎.
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仍然验证 𝑋2
𝑖 .它们独立同分布,且

𝐸(𝑋2
𝑖 ) = ∫

+∞

0
𝑥2 ⋅ 𝑥𝑒−𝑥2/2 d𝑥.

令 𝑢 = 𝑥2/2,则 𝑥d𝑥 = d𝑢、𝑥2 = 2𝑢,故

𝐸(𝑋2
𝑖 ) = ∫

+∞

0
2𝑢𝑒−𝑢 d𝑢 = 2.

由辛钦大数定律,
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖

𝑃−→ 2.

因此所求常数存在,且 𝑎 = 2.
结果检查: 题目问“是否存在”, 不能只写数值; 必须先验证定律条件, 再明确回答存在
性.

小结

大数定律研究算术平均的稳定性. 切比雪夫大数定律适合两两不相关、方差一致有界的序
列; 辛钦大数定律适合独立同分布且绝对一阶矩有限的序列; 伯努利大数定律说明频率依概率收
敛于概率.做题时先识别被平均的变量,再逐项验证相应条件.

5.3 独立同分布中心极限定理

5.3.1 从“稳定值”走向“近似分布”

大数定律告诉我们 𝑋𝑛 会靠近 𝜇,但没有描述它在 𝜇附近怎样波动.中心极限定理进一步回
答:经过适当中心化和标准化后,这种波动的分布趋近标准正态分布.

比较项 大数定律 中心极限定理

主要对象 算术平均 和或算术平均的标准化形式
回答问题 最终稳定到哪个常数 最终近似哪种分布
典型结论 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝜇 标准化后分布趋近 𝑁(0, 1)
主要用途 解释频率、样本均值的稳定性 近似计算大量求和或平均的概率
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5.3.2 列维–林德伯格中心极限定理

定理 5.9 (独立同分布中心极限定理)

设 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布,且

𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇, 𝐷(𝑋𝑖) = 𝜎2 > 0.

记

𝑆𝑛 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.

则对任意实数 𝑥,

lim
𝑛→∞

𝑃 (𝑆𝑛 − 𝑛𝜇
𝜎√𝑛

⩽ 𝑥) = Φ(𝑥),

其中

Φ(𝑥) = 1
√2𝜋

∫
𝑥

−∞
𝑒−𝑡2/2 d𝑡

是标准正态分布函数.

定理常写成近似形式:当 𝑛足够大时,

𝑆𝑛 ∼̇ 𝑁(𝑛𝜇, 𝑛𝜎2),

或者
𝑆𝑛 − 𝑛𝜇
𝜎√𝑛

∼̇ 𝑁(0, 1).

这里的 ∼̇表示“近似服从”,不是精确分布相等.

注: [为什么要中心化和标准化]和 𝑆𝑛 的期望为 𝑛𝜇,方差为 𝑛𝜎2.减去 𝑛𝜇是把中心移到 0;除以
𝜎√𝑛是把方差缩放到 1.于是不同 𝑛、不同量纲的问题都被转化为同一个标准正态分布.

中心极限定理的严格证明通常使用特征函数、矩母函数或高等分析工具,属于 C级,本阶段
不要求复现.现阶段必须会准确检查条件、完成标准化并计算近似概率.

5.3.3 样本均值形式

由
𝑋𝑛 =

𝑆𝑛
𝑛

可得
𝐸(𝑋𝑛) = 𝜇, 𝐷(𝑋𝑛) =

𝜎2
𝑛 .
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因此当 𝑛足够大时,
𝑋𝑛 ∼̇ 𝑁 (𝜇, 𝜎

2

𝑛 ) ,

且
𝑋𝑛 − 𝜇
𝜎/√𝑛

∼̇ 𝑁(0, 1).

注: 若原变量本身服从正态分布, 则独立正态变量的和与平均值精确服从正态分布, 不需要“大
样本近似”;若原分布不是正态,上述正态结论来自中心极限定理,只是近似.

5.3.4 中心极限定理的解题流程

面对应用题,可按以下固定顺序处理:

1. 识别对象:题目是否研究大量个体的和或平均值;
2. 设随机变量:对谁求和,就把第 𝑖个个体对应的量设为 𝑋𝑖;
3. 检查条件:说明 𝑋𝑖 独立同分布,且期望、正方差存在;
4. 确定参数:求 𝑆𝑛 或 𝑋𝑛 的期望与方差;
5. 标准化:减期望、除标准差;
6. 查表计算:转化为 Φ(𝑥),并利用 Φ(−𝑥) = 1 − Φ(𝑥).

例题 5.10 (样本平均重量的近似概率)

某批棉花每包重量的期望为 100 kg,标准差为 5 kg.独立抽取 100包,求样本平均重量

小于 99.5 kg的近似概率.已知 Φ(1) = 0.8413.

设第 𝑖包棉花的重量为 𝑋𝑖 kg, 𝑖 = 1, 2,… , 100.则

𝐸(𝑋𝑖) = 100, 𝐷(𝑋𝑖) = 25.

由中心极限定理,
𝑋 ∼̇ 𝑁 (100, 25100) .

所以
𝑃(𝑋 < 99.5) ≈ 𝑃 (𝑋 − 100

5/√100
< 99.5 − 100

0.5 )

= Φ(−1) = 1 − Φ(1) = 0.1587.

方法选择:题目研究 100个独立重量的平均值,且只给出总体期望和方差,正是中心极限
定理的使用场景.
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结果检查:阈值 99.5比均值低一个“样本均值标准差”,左尾概率应小于 0.5,结果合理.
题目中的总体包数若不影响抽样模型,就是干扰信息.

例题 5.11 (寿命总和的近似概率)

某种电子设备的寿命服从均值为 100 小时的指数分布. 随机抽取 16 台, 寿命相互独立.

求寿命总和超过 1920小时的近似概率.已知 Φ(0.8) = 0.7881.

设第 𝑖台设备寿命为 𝑋𝑖.指数分布的标准差等于均值,因此

𝐸(𝑋𝑖) = 100, 𝐷(𝑋𝑖) = 1002.

令 𝑆16 =
16
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.由中心极限定理,

𝑆16 ∼̇ 𝑁(16 × 100, 16 × 1002).

于是
𝑃(𝑆16 > 1920) ≈ 𝑃 (𝑆16 − 1600

400 > 1920 − 1600
400 )

= 1 − Φ(0.8) = 0.2119.

近似性提醒: 𝑛 = 16不算很大,因此结果只是一种题设要求下的近似.样本较小时,中心
极限定理的精度取决于原分布偏斜程度; 若题目能提供总和的精确分布, 应优先使用精
确分布.

小结

独立同分布中心极限定理说明: 有限期望、正方差条件下, 大量随机变量之和经过“减 𝑛𝜇、
除 𝜎√𝑛”后趋近标准正态分布.求平均值时相应地“减 𝜇、除 𝜎/√𝑛”.应用中先识别大量求和
或平均,再设变量、验条件、定参数、标准化.

11
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5.4 二项分布的正态近似

5.4.1 棣莫弗–拉普拉斯定理

二项随机变量本身就是 𝑛 个独立 0–1 随机变量之和, 因此中心极限定理可直接给出它的正
态近似.

定理 5.12 (棣莫弗–拉普拉斯定理)

设 𝑋𝑛 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝),其中 0 < 𝑝 < 1固定.则对任意实数 𝑥,

lim
𝑛→∞

𝑃 ( 𝑋𝑛 − 𝑛𝑝
√𝑛𝑝(1 − 𝑝)

⩽ 𝑥) = Φ(𝑥).

因此当 𝑛足够大时,

𝑋𝑛 ∼̇ 𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝)).

注: 其严格证明属于 C级,本阶段不要求复现.做题时应能解释: 𝑋𝑛 是 𝑛个独立同分布的伯努利
变量之和,所以它是独立同分布中心极限定理的特例.

5.4.2 什么时候使用正态近似

常用经验条件是
𝑛𝑝 ⩾ 5, 𝑛(1 − 𝑝) ⩾ 5.

这不是定理中的精确分界线,而是判断二项分布是否过度偏斜的经验规则.两个量都足够大时,正
态近似通常较合理.

近似方法 典型条件 近似分布

泊松近似 𝑛大、𝑝小、𝑛𝑝适中 𝑃(𝑛𝑝)
正态近似 𝑛𝑝与 𝑛(1 − 𝑝)都不小 𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝))

注: [连续性修正]二项分布是离散型,正态分布是连续型.若课程要求提高近似精度,可把整数边
界向外移动 0.5:

𝑃(𝑋 ⩾ 𝑘) ≈ 𝑃(𝑌 > 𝑘 − 0.5), 𝑃(𝑋 ⩽ 𝑘) ≈ 𝑃(𝑌 < 𝑘 + 0.5),

其中 𝑌 ∼ 𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝)). 若题目或课堂示例明确不采用连续性修正, 应按其口径计算, 并说
明所用近似.

12
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例题 5.13 (考试通过人数)

某公司有 200名员工参加资格考试.根据往年经验,每人通过的概率为 0.8,并假定各人

是否通过相互独立.求至少 150人通过的近似概率.已知

Φ(5√24 ) = 0.9616.

设通过人数为 𝑋 ,则
𝑋 ∼ 𝐵(200, 0.8),

且
𝐸(𝑋) = 160, 𝐷(𝑋) = 200 × 0.8 × 0.2 = 32.

因为 𝑛𝑝 = 160、𝑛(1 − 𝑝) = 40均大于 5,可用正态近似.按题目给出的查表值,不作连
续性修正:

𝑃(𝑋 ⩾ 150) ≈ 𝑃 (𝑋 − 160
√32

⩾ 150 − 160
√32

)

= 𝑃 (𝑍 ⩾ −5√24 ) = Φ(5√24 ) = 0.9616.

关键转折:“至少通过人数”先识别为二项分布;由于 𝑛大且成功、失败的期望次数都
不小,再改用正态近似.
连续性修正:若按更精细的口径,应把 𝑋 ⩾ 150的边界改为 149.5,再标准化.两种结果
会略有差异,作答时保持口径一致.

小结

棣莫弗–拉普拉斯定理把大样本二项分布近似为 𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝)). 使用前确认二项模型,
并检查 𝑛𝑝与 𝑛(1 − 𝑝)是否足够大;随后减去 𝑛𝑝、除以 √𝑛𝑝(1 − 𝑝).连续性修正用于改善离散
分布到连续分布的近似精度.

13
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5.5 本章总结

知识结构

本章可以按“先稳定、后波动”组织:

依概率收敛 ⟶ 大数定律:平均值的稳定性 ⟶ 中心极限定理:和或平均的近似分布 .

其中大数定律包括切比雪夫、辛钦和伯努利三种常用形式;中心极限定理包括一般独立同分
布形式及其二项分布特例.

核心结论与使用条件

结论 核心形式 使用前检查

依概率收敛 𝑃(|𝑋𝑛 − 𝑎| ⩾ 𝜀) → 0 对任意 𝜀 > 0

切比雪夫大数定
律

平均值减其期望 𝑃−→ 0 两两不相关、方差存在
且一致有界

辛钦大数定律 𝑋𝑛
𝑃−→ 𝜇 独立同分布、𝐸|𝑋1| < ∞

伯努利大数定律 𝑁𝑛/𝑛
𝑃−→ 𝑝 独立重复试验、成功概

率固定
独立同分布中心
极限定理

(𝑆𝑛 − 𝑛𝜇)/(𝜎√𝑛)近似 𝑁(0, 1) 独立同分布、有限期望、
正方差

棣莫弗–拉普拉斯 (𝑋 − 𝑛𝑝)/√𝑛𝑝(1 − 𝑝)近似 𝑁(0, 1) 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝), 𝑛足够大

方法选择

1. 看到依概率极限:先判断是否为算术平均,再验证大数定律条件.
2. 看到独立同分布平均:优先尝试辛钦大数定律,只需再检查被平均变量的期望存在.
3. 看到不同分布序列:若两两不相关且方差一致有界,使用切比雪夫大数定律.
4. 看到频率:把发生次数写成指示变量之和,调用伯努利大数定律.
5. 看到大量和或平均的概率:设第 𝑖个个体为 𝑋𝑖,验中心极限定理条件并标准化.
6. 看到大样本二项分布:检查 𝑛𝑝与 𝑛(1 − 𝑝),再用正态近似;按课程口径决定是否连续性修
正.

14
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重点辨析

容易混淆的概念 正确理解 常见误判

依概率收敛与普
通收敛

偏离概率趋于零,仍允许偶然偏
离

认为从某项起每次都接近极限

大数定律与中心
极限定理

前者给稳定值,后者给近似分布 看到“大量”就随意套其中一个

切比雪夫与辛钦 前者弱化独立同分布,后者弱化
方差要求

混记三个条件和两个条件

原变量与被平均
变量

平均 𝑔(𝑋𝑖)就验证 𝑔(𝑋𝑖)的条件 只验证 𝑋𝑖,不检查变换后的矩

精确正态与近似
正态

正态总体的线性组合精确正态;
一般总体靠中心极限定理近似

把近似号写成严格分布相等

标准差与方差 标准化必须除标准差 直接除以 𝑛𝜎2 或 𝜎2/𝑛

易错点清单

• 依概率收敛定义漏写“对任意 𝜀 > 0”;
• 把“偏离概率趋于零”写成“随机变量数值必然趋于零”;
• 使用大数定律时不验证独立性、同分布性或矩条件;
• 研究 𝑋2

𝑖、𝑔(𝑋𝑖)的平均,却只检查 𝑋𝑖 的条件;
• 切比雪夫大数定律忘记方差一致有界;
• 中心极限定理把和的方差写成 𝑛2𝜎2;
• 平均值标准化时把标准差写成 𝜎/𝑛,正确值应为 𝜎/√𝑛;
• 把中心极限定理的正态近似当成精确分布;
• 二项分布正态近似时忘记 𝑛𝑝(1 − 𝑝)是方差,标准化分母还要开平方;
• 左尾、右尾转换时误用 Φ(−𝑥) = 1 − Φ(𝑥).

证明掌握清单

• A 级: 能准确写出切比雪夫大数定律、辛钦大数定律的条件与结论; 能验证条件并完成依
概率收敛或中心极限定理计算.

• B 级: 能解释切比雪夫大数定律怎样由切比雪夫不等式推出; 能说明大数定律为何支持频
率稳定性和用样本矩估计总体矩;能解释中心化与标准化的作用.

• C 级: 知道辛钦大数定律、独立同分布中心极限定理和棣莫弗–拉普拉斯定理的严格证明
结论与用途;使用特征函数、矩母函数或高等分析的证明本阶段不要求复现.

15



概率论讲义 @Codex and XZXZZX

自测题

练习 5.14

设

𝑃(𝑋𝑛 = 1) = 1 − 1
𝑛2 , 𝑃(𝑋𝑛 = 𝑛) = 1

𝑛2 .

从定义证明 𝑋𝑛
𝑃−→ 1,并判断能否由连续映射性质推出 𝑋2

𝑛
𝑃−→ 1.

练习 5.15

设 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布, 𝐸(𝑋1) = 2, 𝐷(𝑋1) = 3.分别写出

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖

的依概率极限,以及其大样本近似正态分布.说明两个结论分别来自哪个定理.

练习 5.16

设 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布, 𝐸(𝑋4
1 ) < ∞.证明

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋4
𝑖

𝑃−→ 𝐸(𝑋4
1 ),

并明确指出应验证哪个随机变量序列的条件.

练习 5.17

某商品单件重量的期望为 500 g,标准差为 20 g.独立抽取 100件,利用中心极限定理表

示样本平均重量落在 496 g到 504 g之间的近似概率,并把答案写成 Φ的形式.

练习 5.18

设 𝑋 ∼ 𝐵(400, 0.02). 比较泊松近似与正态近似的适用条件, 并判断本题优先选择哪一

种近似.若改为 𝑋 ∼ 𝐵(400, 0.5),结论如何变化?
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注: [章末自测清单]合上讲义后,检查自己能否做到:

1. 用两种等价形式写出依概率收敛定义;
2. 不看讲义写出切比雪夫与辛钦大数定律的条件和结论;
3. 说明“频率稳定于概率”的严格含义;
4. 面对 𝑔(𝑋𝑖)的平均,正确验证 𝑔(𝑋𝑖)的条件;
5. 区分大数定律与中心极限定理分别回答什么问题;
6. 写出和与平均值的中心极限定理标准化式;
7. 识别二项分布正态近似并说明连续性修正的作用.

若有任一项不能独立完成,应回到相应小节重做例题,而不是只背最终公式.
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