
概率论讲义 @Codex and XZXZZX

第七章 点估计与估计量的评

价

本章导读

上一章解决了“怎样从总体取得样本、统计量具有怎样的分布”.本章进一步追问:总体分
布的形式已知,但参数未知时,能否用样本给参数一个具体的估计?

本章分成两条主线:

怎样估:矩估计、最大似然估计 估得怎样:无偏性、有效性、一致性 .

矩估计利用“样本矩接近总体矩”,最大似然估计利用“已经出现的数据在所选参数下应尽可能
容易出现”.二者可能给出相同结果,也可能不同;得到估计量后,还必须评价其质量.

7.1 点估计的基本概念

7.1.1 从未知参数到样本函数
设总体 𝑋 的分布形式已知,但含未知参数 𝜃; 𝑋1,… , 𝑋𝑛是来自该总体的简单随机样本.我们

的目标是构造一个不含未知参数的统计量,用它近似 𝜃.

定义 7.1 (点估计、估计量与估计值)

若统计量
̂𝜃 = ̂𝜃(𝑋1,… , 𝑋𝑛)

被用来估计未知参数 𝜃,则称 ̂𝜃 为 𝜃 的估计量.观测到样本值 𝑥1,… , 𝑥𝑛 后,所得数值

̂𝜃(𝑥1,… , 𝑥𝑛)

1



概率论讲义 @Codex and XZXZZX

称为 𝜃 的估计值.直接用一个数估计参数的方法称为点估计.

对象 典型记号 性质

未知参数 𝜃 固定但未知,不是随机变量
估计量 ̂𝜃(𝑋1,… , 𝑋𝑛) 随样本改变,是统计量、随机变量
估计值 ̂𝜃(𝑥1,… , 𝑥𝑛) 代入数据后得到的确定数值

帽子“ ˆ𝑝ℎ𝑎𝑛𝑡𝑜𝑚𝜃”表示估计,不表示它一定等于真实参数.点估计只给出一个数,不直接说
明误差可能有多大;下一章的区间估计将补充不确定性范围.

小结
点估计的目标是把未知参数表示成样本的函数.书写时必须区分固定的未知参数、随机的估

计量和观测后的估计值;后续评价的对象是估计量,而不只是某次得到的数字.

7.2 矩估计法

7.2.1 思想来源:样本矩逼近总体矩
设总体 𝑘阶原点矩存在,记

𝜇′𝑘 = 𝐸(𝑋𝑘), 𝐴𝑘 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑘
𝑖 .

由于 𝑋𝑘
1 ,… , 𝑋𝑘

𝑛 独立同分布,辛钦大数定律给出

𝐴𝑘
𝑃−→ 𝜇′𝑘.

因此样本量较大时,样本矩通常接近对应总体矩.矩估计法把这种“接近”直接写成方程.

定义 7.2 (矩估计法)

设总体分布含 𝑘个未知参数 𝜃1,… , 𝜃𝑘.选取 𝑘个存在的总体矩,并令它们等于对应样本

矩,得到关于未知参数的方程组.解出

̂𝜃𝑗 = 𝑤𝑖𝑑𝑒ℎ𝑎𝑡𝜃𝑗(𝑋1,… , 𝑋𝑛), 𝑗 = 1,… , 𝑘,
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称为各参数的矩估计量.

最常用的原点矩方程组为

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑟
𝑖 = 𝐸(𝑋𝑟), 𝑟 = 1,… , 𝑘.

若参数本身就是期望或方差,直接用

𝑋 ≈ 𝐸(𝑋), 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑋)2 ≈ Var(𝑋)

往往更简洁.注意矩估计方差时使用的是分母为 𝑛的二阶样本中心矩,不是分母为 𝑛 − 1的无偏
样本方差.

注: [矩估计的统一步骤]

1. 数清未知参数个数,确定需要几个独立方程;
2. 计算相应总体矩,并写成参数的函数;
3. 令总体矩等于样本矩;
4. 解方程或方程组,并确认结果只含样本和已知量.

使用前还要检查所选总体矩是否存在. 矩估计的合理性来自大数定律, 但不意味着它天然无偏或
最有效.

7.2.2 一个参数的矩估计

例题 7.3 (连续型总体的矩估计与一致性)

总体密度为

𝑓(𝑥; 𝜃) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜃2
𝑥3 𝑒

−𝜃/𝑥, 𝑥 > 0,

0, 其他,
𝜃 > 0.

求 𝜃 的矩估计量,并证明它具有一致性.

只有一个未知参数,先计算一阶总体矩.令 𝑢 = 𝜃/𝑥,可得

𝐸(𝑋) = ∫
∞

0
𝑥𝜃

2

𝑥3 𝑒
−𝜃/𝑥 d𝑥 = 𝜃.
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令 𝑋 = 𝐸(𝑋),得到
̂𝜃𝑀 = 𝑋.

由于 𝑋1,… , 𝑋𝑛 独立同分布且 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜃 存在,辛钦大数定律给出

̂𝜃𝑀 = 𝑋 𝑃−→ 𝜃.

故 ̂𝜃𝑀 是 𝜃 的一致估计量.
方法选择:一个参数优先尝试一阶矩方程.结果检查: 𝜃 与 𝑋 具有相同量纲, 𝑋 的量纲也
相同.

例题 7.4 (从矩估计量到矩估计值)

设 0 < 𝜃 < 1/2,总体分布为

𝑋 0 1 2 3

𝑃 𝜃2 2𝜃(1 − 𝜃) 𝜃2 1 − 2𝜃
.

样本值为 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3,求 𝜃 的矩估计值.

总体期望为
𝐸(𝑋) = 2𝜃(1 − 𝜃) + 2𝜃2 + 3(1 − 2𝜃) = 3 − 4𝜃.

令 𝑋 = 3 − 4𝜃,得矩估计量
̂𝜃𝑀 = 3 − 𝑋

4 .

本组数据的样本均值为 𝑥 = 16/8 = 2,所以矩估计值为

̂𝜃𝑀 = 3 − 2
4 = 1

4.

结果检查: 1/4落在参数空间 (0, 1/2)内.
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7.2.3 两个参数的矩估计

例题 7.5 (正态总体两个未知参数)

设 𝑋1,… , 𝑋𝑛 来自 𝑁(𝜇, 𝜎2), 𝜇, 𝜎2 均未知.求二者的矩估计量.

可以令前两个原点矩相等:

𝑋 = 𝐸(𝑋) = 𝜇, 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 = 𝐸(𝑋2) = 𝜎2 + 𝜇2.

解得
𝜇𝑀 = 𝑋, 𝜎2𝑀 = 1

𝑛
𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 − 𝑋

,2
= 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑋)2.

也可直接用样本一阶原点矩估计期望、样本二阶中心矩估计方差,结果相同.
易错提醒:这里 𝜎2𝑀 的分母为 𝑛,它一般不是无偏估计;矩估计法追求的是矩方程匹配,
不自动保证无偏性.

小结
矩估计把样本矩与总体矩对应相等,再解参数方程.一个参数通常先用 𝑋 = 𝐸(𝑋);多个参数

需要同样多个独立方程.使用时先检查矩存在,再检查解是否只含样本量,并区分二阶样本中心矩
与无偏样本方差.

7.3 最大似然估计法

7.3.1 核心思想:让已观测数据尽可能“像是会出现的”
固定一组已经观测到的样本值 𝑥1,… , 𝑥𝑛. 不同参数会给这组数据不同的可能程度. 最大似

然法选择使该组数据的似然函数最大的参数.

定义 7.6 (似然函数)

若总体为离散型,概率质量函数为 𝑝(𝑥; 𝜃),则

𝐿(𝜃) =
𝑛
∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖; 𝜃).
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若总体为连续型,密度为 𝑓(𝑥; 𝜃),则

𝐿(𝜃) =
𝑛
∏
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖; 𝜃).

𝐿(𝜃)称为样本观测值的似然函数.

连续型情形中,单点概率为零,所以 𝐿(𝜃)不是“恰好取这些点的概率”;密度乘积反映的是
这些观测点附近出现的相对可能程度.似然函数中数据已固定,变量是参数 𝜃.

定义 7.7 (最大似然估计)

若参数值 ̂𝜃 使

𝐿( ̂𝜃) = max
𝜃∈Θ

𝐿(𝜃),

则称 ̂𝜃 为 𝜃 的最大似然估计值.把小写样本值换回随机样本,所得统计量称为最大似然

估计量,常记为 ̂𝜃𝐿.

因对数函数严格递增,最大化 𝐿(𝜃)与最大化对数似然

ℓ(𝜃) = ln𝐿(𝜃)

等价.取对数可把连乘变成求和,便于求导.

注: [最大似然的标准流程]

1. 写清参数空间与样本必须满足的取值条件;
2. 构造似然函数 𝐿(𝜃);
3. 取对数得到 ℓ(𝜃);
4. 求驻点,并结合参数空间、二阶导数或单调性判断最大值;
5. 把样本值 𝑥𝑖 换成随机样本 𝑋𝑖,写出估计量.

若支持集依赖参数,最大值可能出现在边界,不能只会令导数为零.
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7.3.2 连续型总体:对数求导

例题 7.8 (连续型总体的最大似然估计)

仍设

𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃2
𝑥3 𝑒

−𝜃/𝑥, 𝑥 > 0, 𝑞𝑢𝑎𝑑𝜃 > 0.

求 𝜃 的最大似然估计量.

对一组正的样本值 𝑥1,… , 𝑥𝑛,

𝐿(𝜃) =
𝑛
∏
𝑖=1

𝜃2
𝑥3𝑖
𝑒−𝜃/𝑥𝑖 = 𝜃2𝑛

∏𝑛
𝑖=1 𝑥3𝑖

exp(−𝜃
𝑛
∑
𝑖=1

1
𝑥𝑖
) .

取对数:

ℓ(𝜃) = 2𝑛 ln 𝜃 − 3
𝑛
∑
𝑖=1

ln𝑥𝑖 − 𝜃
𝑛
∑
𝑖=1

1
𝑥𝑖
.

令一阶导数为零,

ℓ′(𝜃) = 2𝑛
𝜃 −

𝑛
∑
𝑖=1

1
𝑥𝑖

= 0,

得到
̂𝜃𝐿 =

2𝑛
𝑛
∑
𝑖=1

1/𝑋𝑖
.

并且 ℓ″(𝜃) = −2𝑛/𝜃2 < 0,所以该驻点确为唯一最大值点.
关键转折:矩估计计算 𝐸(𝑋);最大似然估计不积分,而是把密度值连乘后对参数求极值.

7.3.3 离散型总体:按取值频数归类

例题 7.9 (同一总体的矩估计与最大似然估计可以不同)

对前述分布

𝑃(𝑋 = 0) = 𝜃2, 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑃(𝑋 = 1) = 2𝜃(1 − 𝜃),

𝑃(𝑋 = 2) = 𝜃2, 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑃(𝑋 = 3) = 1 − 2𝜃, 𝑞𝑞𝑢𝑎𝑑0 < 𝜃 < 1
2,

给定样本值 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3,求最大似然估计值.
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样本中 0, 1, 2, 3的频数依次为 1, 2, 1, 4,故

𝐿(𝜃) = (𝜃2)[2𝜃(1 − 𝜃)]2(𝜃2)(1 − 2𝜃)4 = 4𝜃6(1 − 𝜃)2(1 − 2𝜃)4.

于是
ℓ′(𝜃) = 6

𝜃 −
2

1 − 𝜃 −
8

1 − 2𝜃 = 0.

解得
𝜃 = 7 ± √13

12 .

其中带加号的根不在 (0, 1/2)内,故

̂𝜃𝐿 =
7 − √13

12 .

结果检查: 必须用参数空间筛根. 本题矩估计值为 1/4, 与最大似然估计值不同, 这不表
示其中一个计算错误,而是两种原则不同.

7.3.4 分段密度与隐藏约束

例题 7.10 (先用密度规范性减少参数)

总体密度为

𝑓(𝑥; 𝛼, 𝛽) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

𝛼, −1 < 𝑥 < 0,

𝛽, 0 < 𝑥 < 1,

0, 其他,

样本值为 −0.5, 0.3, −0.2, −0.6, −0.1, 0.4, 0.5, −0.8.求 𝛼的最大似然估计值.

由密度规范性, 𝛼 + 𝛽 = 1,故 𝛽 = 1 − 𝛼,参数空间为 0 < 𝛼 < 1.样本中有 5个负值、3
个正值,因此

𝐿(𝛼) = 𝛼5(1 − 𝛼)3.

令
ℓ′(𝛼) = 5

𝛼 −
3

1 − 𝛼 = 0,

得
𝛼𝐿 =

5
8.
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方法选择:看到多个参数,先检查规范性等条件能否把它们联系起来;分段密度则按样本
落入各段的频数写似然.

7.3.5 支持集依赖参数:最大值在边界

例题 7.11 (不能机械地令导数为零)

总体密度为

𝑓(𝑥; 𝜃) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

2𝑒−2(𝑥−𝜃), 𝑥 > 𝜃,

0, 𝑥 ⩽ 𝜃.

求 𝜃 的最大似然估计量.

记 𝑥(1) = min(𝑥1,… , 𝑥𝑛).只有当 𝜃 < 𝑥(1) 时似然为正,并且

𝐿(𝜃) = 2𝑛 exp[−2
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 + 2𝑛𝜃] .

在允许范围内, 𝐿(𝜃) 随 𝜃 严格递增, 所以最优参数应尽量靠近上边界 𝑥(1). 按本课程的
边界约定,最大似然估计量写为

̂𝜃𝐿 = 𝑋(1) = min(𝑋1, 𝑙𝑑𝑜𝑡𝑠, 𝑋𝑛).

严谨说明: 题面使用严格不等式 𝑥 > 𝜃 时, 𝜃 = 𝑥(1) 处似然为零, 严格地说只有当
𝜃 ↑ 𝑥(1) 时取得上确界;若支持集写成 𝑥 ⩾ 𝜃,最大值就在边界取得.考试按课程结论写
𝑋(1),同时理解这个边界细节.

7.3.6 两个未知参数与不变性

定理 7.12 (正态总体的最大似然估计)

设 𝑋1,… , 𝑋𝑛 来自 𝑁(𝜇, 𝜎2),且 𝜇, 𝜎2 均未知,则

𝜇𝐿 = 𝑋, 𝜎2𝐿 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑋)2.

证明: 证明目标:对正态似然的两个未知参数分别求偏导并解方程组.
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出发点:固定样本值后,

𝐿(𝜇, 𝜎2) = (2𝜋𝜎2)−𝑛/2 exp[− 1
2𝜎2

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝜇)2] .

关键转换:取对数,把 𝜎2 作为一个整体求偏导.

ℓ(𝜇, 𝜎2) = −𝑛2 ln(2𝜋) − 𝑛
2 ln𝜎2 − 1

2𝜎2
𝑛
∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝜇)2.

似然方程为
𝜕ℓ
𝜕𝜇 = 1

𝜎2
𝑛
∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝜇) = 0,

𝜕ℓ
𝜕𝜎2 = − 𝑛

2𝜎2 +
1

2(𝜎2)2
𝑛
∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝜇)2 = 0.

先由第一式得 𝜇 = 𝑥,再代入第二式得

𝜎2 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)2.

换回随机样本即得结论.
证明小结: 两个参数对应两个偏导方程, 通常先解较简单的一个再回代. 方差的最大似然估

计分母为 𝑛,与矩估计相同,但不是无偏样本方差 𝑆2.

定理 7.13 (最大似然估计的不变性)

若 ̂𝜃𝐿 是 𝜃 的最大似然估计,且 𝑔为一一函数,则 𝑔( ̂𝜃𝐿)是 𝑔(𝜃)的最大似然估计.

例如,若 ̂𝜃𝐿 = 𝑋 ,则 3𝑋 + 1是 3𝜃 + 1的最大似然估计.矩估计一般没有这样的不变性,不
能不经重新列矩方程就直接套用.

小结
最大似然估计固定观测数据,把似然看成参数的函数并求最大值.常规题用“写似然—取对

数—求导—筛选参数空间—换回大写样本”;分段密度要按频数归类,支持集依赖参数时要检查单
调性和边界,不能只寻找驻点.

7.4 估计量的评价标准

得到估计量并不代表估计质量已经足够好.本课程用无偏性、有效性和一致性从三个角度评
价.
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7.4.1 无偏性:长期平均不系统偏高或偏低

定义 7.14 (无偏估计)

若对任意 𝜃 ∈ Θ,估计量 ̂𝜃 的期望存在且

𝐸𝜃( ̂𝜃) = 𝜃,

则称 ̂𝜃 是 𝜃 的无偏估计量.

无偏性描述重复抽样后估计量的平均位置,不保证某一次估计一定接近真值,也不保证方差
小.

例题 7.15 (证明矩估计量无偏)

总体密度为

𝑓(𝑥; 𝜃) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

6𝑥
𝜃3 (𝜃 − 𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜃,

0, 其他,
𝜃 > 0.

求 𝜃 的矩估计量,并判断其是否无偏.

计算总体期望:

𝐸(𝑋) = ∫
𝜃

0
𝑥6𝑥𝜃3 (𝜃 − 𝑥)d𝑥 = 𝜃

2 .

令 𝑋 = 𝜃/2,得
̂𝜃 = 2𝑋.

于是
𝐸( ̂𝜃) = 2𝐸(𝑋) = 2𝐸(𝑋) = 𝜃.

所以 2𝑋 是 𝜃 的无偏估计量.
证明模式: 先明确待证等式 𝐸( ̂𝜃) = 𝜃, 再利用样本均值期望等于总体期望; 不要把“由
矩估计得到”直接当成无偏的理由.

11
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7.4.2 有效性:同为无偏时比较波动

定义 7.16 (有效性比较)

设 ̂𝜃1, ̂𝜃2 都是 𝜃 的无偏估计量,方差均存在.若

Var( ̂𝜃1) < Var( ̂𝜃2),

则称 ̂𝜃1 比 ̂𝜃2 更有效.

例题 7.17 (三个无偏估计量的有效性比较)

设 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 是来自期望为 𝜇、方差为 𝜎2 的总体的简单随机样本.比较

𝜇1 = 𝑋, 𝜇2 =
1
2𝑋1 +

1
3𝑋2 +

1
6𝑋3, 𝜇3 = 𝑋1

的有效性.

三组系数之和均为 1,故三者期望均为 𝜇,都是无偏估计.利用样本独立性,

Var(𝜇1) =
𝜎2
3 ,

Var(𝜇2) = (14 +
1
9 +

1
36) 𝜎

2 = 7
18𝜎

2,

Var(𝜇3) = 𝜎2.

因为
1
3 <

7
18 < 1,

所以 𝜇1 最有效, 𝜇3 最不有效.
关键条件: 先确认无偏, 再比较方差; 线性组合的方差能写成系数平方和, 是因为样本相
互独立.
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7.4.3 一致性:样本增多时逼近真值

定义 7.18 (一致估计量)

若对任意 𝜃 ∈ Θ,当 𝑛 → ∞时
̂𝜃𝑛

𝑃−→ 𝜃,

则称 ̂𝜃𝑛 是 𝜃 的一致估计量,也称相合估计量.

证明: 证明目标:说明只要总体期望 𝐸(𝑋) = 𝜇存在,样本均值就是 𝜇的一致估计量.
出发点:简单随机样本 𝑋1, 𝑋2,…独立同分布,且共同期望为 𝜇.
关键转换:把 𝑋𝑛 识别为独立同分布随机变量的算术平均.
由辛钦大数定律,

𝑋𝑛 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑃−→ 𝐸(𝑋) = 𝜇.

因此 𝑋𝑛 是 𝜇的一致估计量.
证明小结: 证明一致性不是计算某个固定 𝑛 下的期望, 而是研究 𝑛 → ∞ 的概率极限. 遇到

样本均值或样本矩,应优先检查大数定律条件.

标准 数学条件 回答的问题

无偏性 𝐸( ̂𝜃) = 𝜃 重复抽样的平均位置是否正确
有效性 无偏前提下方差更小 哪个无偏估计量波动更小
一致性 ̂𝜃𝑛

𝑃−→ 𝜃 样本量增大后是否逼近真值

这三种标准不能互相替代: 无偏估计量可能方差很大; 有偏估计量也可能一致; 有效性比较
在本章定义下以双方无偏为前提.

小结
无偏性看期望, 有效性在无偏前提下看方差, 一致性看样本量趋于无穷时的依概率收敛. 解

题时先写对应定义式,再选择期望运算、方差比较或大数定律,不能只凭“看起来接近”下结论.

13
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本章总结

一、知识结构

未知参数 ⟶{
样本矩匹配总体矩:矩估计,
最大化观测数据似然:最大似然估计

⟶ 无偏、有效、一致 .

二、两种点估计方法对比

比较项 矩估计 最大似然估计

核心依据 样本矩逼近总体矩 已观测样本的似然应尽可能大
主要计算 求总体矩、列方程组 写似然、取对数、求极值
前提关注 所用总体矩必须存在 参数空间、支持集和独立性
多参数处理 建立同样多个矩方程 建立同样多个似然偏导方程
常见陷阱 把分母 𝑛写成 𝑛 − 1 忽略边界、参数范围或分段取值
性质 一般无不变性 一一变换下有不变性

三、方法选择与检查顺序

1. 矩估计:数参数、选矩、算总体矩、列等式、解参数、查参数范围.
2. 最大似然:定数据与参数角色、写支持条件、构造似然、取对数、求极值、筛参数空间、换
回大写样本.

3. 无偏性:直接计算 𝐸( ̂𝜃),与 𝜃 比较.
4. 有效性:先验证所有候选量无偏,再比较方差.
5. 一致性:写成依概率收敛目标,优先寻找样本均值或样本矩并调用大数定律.

四、重点辨析与易错点

• 估计量是随机变量,估计值是一次观测得到的数,真实参数则固定但未知.
• 似然 𝐿(𝜃; 𝑥1, 𝑙𝑑𝑜𝑡𝑠, 𝑥𝑛)与联合密度形式相同,但用途不同:数据固定,参数变化.
• 最大似然的驻点只是候选点;还要检查参数空间、二阶导数、端点和单调性.
• 连续型样本的似然是密度乘积,不是若干单点概率的乘积.
• 正态方差的矩估计和最大似然估计均除以 𝑛;无偏样本方差除以 𝑛 − 1.
• 无偏不等于误差小,一致也不等于每个有限样本下都无偏.
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五、证明掌握清单

• A级,应能独立复现:根据矩估计思想建立方程并求解;为离散型和连续型总体构造似然并
处理驻点或单调边界;用期望证明无偏;在无偏前提下用方差比较有效性;用大数定律证明
一致性.

• B级,应理解证明思路:样本矩为何能逼近总体矩;最大似然为什么选择使已观察样本最可
能出现的参数.

• C 级, 知道结论即可: 最大似然估计的一般相合性和渐近正态性; 充分性、完备性与克拉
默–拉奥下界的证明.这些内容本阶段不要求复现.

六、自测题

练习 7.19

用自己的话区分参数 𝜃、估计量 ̂𝜃 和估计值,并说明为什么评价无偏性时研究的是估计

量.

练习 7.20

设总体 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆),求 𝜆的矩估计量,并证明它无偏且一致.

练习 7.21

设总体在区间 (0, 𝜃) 上服从均匀分布. 分别求 𝜃 的矩估计量和最大似然估计量, 并说明

最大似然为何来自样本最大值这一边界.

练习 7.22

设 𝑋1,… , 𝑋𝑛 来自 𝑁(𝜇, 𝜎2), 𝜇, 𝜎2 均未知. 写出二者的矩估计和最大似然估计, 并判断

𝜎2 是否无偏.
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练习 7.23

若 𝑋1, 𝑋2 独立同分布, 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇、Var(𝑋𝑖) = 𝜎2,比较

𝜇1 =
𝑋1 + 𝑋2

2 , 𝜇2 =
3𝑋1 + 𝑋2

4

的无偏性与有效性.

练习 7.24

某似然函数在参数空间内没有驻点,但对参数严格递增.说明下一步应检查什么,为什么

不能直接断言“最大似然估计不存在”.

完成自测后,应能概括本章的统一逻辑:先用样本构造参数估计量,再分别从平均位置、波动
大小和大样本极限评价它.
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