
概率论讲义 @Codex and XZXZZX

第九章 假设检验

本章导读

参数估计回答“参数大概是多少”,假设检验回答“样本是否提供了足够证据,反对关于总
体的某个说法”.其基本逻辑是反证式的:先暂时假定原假设成立,再判断当前样本对应的结果是
否过于反常.

全章可归结为一条流程:

提出𝐻0, 𝐻1 ⟶ 选检验统计量 ⟶ 由𝐻1 定方向 ⟶ 由𝛼定临界值 ⟶ 作结论 .

第八章与本章使用相同的正态、𝑡、卡方和 𝐹 枢轴量;区别只是前者解出参数区间,本章则判断观
测统计量是否落入拒绝域.

9.1 假设检验的基本思想

9.1.1 原假设与备择假设

定义 9.1 (统计假设)

关于总体分布形式或未知参数的命题称为统计假设.检验时成对写为

𝐻0 ∶ 原假设, 𝐻1 ∶ 备择假设.

𝐻0 是暂时保留、等待样本检验的命题; 𝐻1 表示拒绝 𝐻0 后所支持的方向.

例如检验机器灌装均值是否仍为 500克,可写

𝐻0 ∶ 𝜇 = 500, 𝐻1 ∶ 𝜇 ≠ 500.

若只担心灌装不足,则备择假设应改为 𝐻1 ∶ 𝜇 < 500.备择方向改变,拒绝域方向也随之改变.

1



概率论讲义 @Codex and XZXZZX

9.1.2 小概率事件原理
假定 𝐻0 成立后,选择一个分布已知的检验统计量.若观测值落入在 𝐻0 下概率很小的区域,

就认为“𝐻0 成立却出现如此极端数据”不够可信,从而拒绝 𝐻0.

注: [小概率不等于不可能]小概率事件在一次试验中仍可能发生.因此假设检验不能给出绝对正
确的逻辑证明,而是在预先控制错误风险的前提下作统计决策.拒绝 𝐻0 可能犯错;未拒绝 𝐻0 也
不表示 𝐻0 已被证明为真.

定义 9.2 (拒绝域与接受域)

在𝐻0成立时,检验统计量取值中会导致拒绝𝐻0的区域称为拒绝域;其余区域常称为接

受域或非拒绝域.分隔二者的点称为临界值.

更准确的结论措辞是:
• 统计量落入拒绝域:在显著性水平 𝛼下拒绝 𝐻0;
• 统计量未落入拒绝域:在显著性水平 𝛼下没有充分理由拒绝 𝐻0.

9.1.3 两类错误与显著性水平

实际情况 检验决定 结果

𝐻0 为真 不拒绝 𝐻0 正确
𝐻0 为真 拒绝 𝐻0 第一类错误
𝐻0 为假 拒绝 𝐻0 正确
𝐻0 为假 不拒绝 𝐻0 第二类错误

定义 9.3 (两类错误)

第一类错误是“弃真”,其概率记为

𝛼 = 𝑃(拒绝𝐻0 ∣ 𝐻0 为真).

第二类错误是“取伪”,其概率通常记为

𝛽 = 𝑃(不拒绝𝐻0 ∣ 𝐻0 为假).

给定的 𝛼称为显著性水平.本课程的显著性检验优先控制第一类错误概率不超过 𝛼.样本量
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固定时,不能通过简单移动临界值让 𝛼与所有备择参数下的 𝛽 同时任意小;增大样本量通常能改
善两类风险.

9.1.4 标准检验步骤

1. 写出 𝐻0 与 𝐻1,明确是双侧、右侧还是左侧检验;
2. 在 𝐻0 成立条件下选择分布已知的检验统计量;
3. 根据显著性水平 𝛼和备择方向写拒绝域;
4. 代入样本观测值,得到统计量的观测值;
5. 比较观测值与临界值,并用完整句子作统计结论.

注: [备择假设决定拒绝域方向] 若 𝐻1 ∶ 𝜃 ≠ 𝜃0, 偏大或偏小都反对 𝐻0, 所以拒绝域在两侧, 每
侧概率为 𝛼/2;若 𝐻1 ∶ 𝜃 > 𝜃0,只有统计量过大才反对 𝐻0,拒绝域在右侧;若 𝐻1 ∶ 𝜃 < 𝜃0,拒绝
域在左侧.方向来自备择假设,不来自样本观测值.

小结

假设检验先假定 𝐻0 成立, 再用小概率事件原理判断样本是否过于极端. 𝐻1 决定拒绝域方
向, 𝛼控制第一类错误并决定临界值;未落入拒绝域只能说证据不足,不能证明 𝐻0 为真.

9.2 双侧、单侧检验与 p值

9.2.1 三种拒绝域的统一形式

设在 𝐻0 下,检验统计量 𝑇 的分布关于 0对称,上 𝛾分位点记为 𝑡𝛾.则

备择假设 检验类型 拒绝域

𝐻1 ∶ 𝜃 ≠ 𝜃0 双侧 |𝑇| > 𝑡𝛼/2
𝐻1 ∶ 𝜃 > 𝜃0 右侧 𝑇 > 𝑡𝛼
𝐻1 ∶ 𝜃 < 𝜃0 左侧 𝑇 < −𝑡𝛼

对卡方、𝐹 等不对称且只取正值的分布,左侧临界值应写成上 1 − 𝛼分位点.例如左侧 𝐹 检
验拒绝域为 𝐹 < 𝐹1−𝛼.
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例题 9.4 (备择方向不能由数据临时决定)

研究新工艺是否提高平均强度,应事先写 𝐻1 ∶ 𝜇 > 𝜇0,采用右侧检验.即使样本均值恰

好比 𝜇0小,也不能看完数据后改成左侧检验;这种事后改方向会破坏预先设定的第一类

错误概率.

9.2.2 p值

定义 9.5 (p值)

在 𝐻0 成立的前提下,得到“至少与当前观测结果同样极端”的统计量取值的概率,称为

该检验的 p值.等价地, p值是刚好能够拒绝 𝐻0 的最小显著性水平.

决策规则为
𝑝 ⩽ 𝛼 ⇒ 拒绝𝐻0 , 𝑝 > 𝛼 ⇒ 不拒绝𝐻0 .

对标准正态检验,若观测值为 𝑧0,则

𝐻1 ∶ 𝜇 ≠ 𝜇0 ⇒ 𝑝 = 2𝑃(𝑍 ⩾ |𝑧0|),

𝐻1 ∶ 𝜇 > 𝜇0 ⇒ 𝑝 = 𝑃(𝑍 ⩾ 𝑧0),

𝐻1 ∶ 𝜇 < 𝜇0 ⇒ 𝑝 = 𝑃(𝑍 ⩽ 𝑧0).

注: p值不是“𝐻0 为真的概率”,也不是“本次结论犯错的概率”.它是在 𝐻0 已被假定成立时,
当前数据及更极端数据出现的尾概率. p值越小,数据与 𝐻0 越不相容,但效应大小还应结合实际
背景判断.

9.2.3 与置信区间的联系

对使用同一枢轴量的双侧检验, 显著性水平为 𝛼 的检验与置信水平为 1 − 𝛼 的置信区间具
有对应关系:

𝜃0 ∉ (1 − 𝛼)置信区间 ⟺ 拒绝𝐻0 ∶ 𝜃 = 𝜃0.

若 𝜃0落在区间内,则不能拒绝 𝐻0.这种等价关系主要针对双侧检验,且必须使用相同模型、枢轴
量和显著性水平.
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小结

双侧检验把 𝛼平分到两端,右侧和左侧检验把全部 𝛼放在备择假设指向的一端. p值用观测
结果对应的尾概率度量反对 𝐻0 的证据强弱;双侧检验还可用对应置信区间作等价判断.

9.3 一个正态总体均值的检验

设 𝑋1,… , 𝑋𝑛 来自 𝑁(𝜇, 𝜎2),要检验

𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0.

9.3.1 方差已知: Z检验

在 𝐻0 下,

𝑍 = 𝑋 − 𝜇0
𝜎/√𝑛

∼ 𝑁(0, 1).

定理 9.6 (正态均值的 Z检验)

显著性水平为 𝛼时,拒绝域为

𝐻1 拒绝域

𝜇 ≠ 𝜇0 |𝑍| > 𝑧𝛼/2
𝜇 > 𝜇0 𝑍 > 𝑧𝛼
𝜇 < 𝜇0 𝑍 < −𝑧𝛼

.

例题 9.7 (完整的“统计量—临界值—结论”)

已知某正态总体标准差 𝜎 = 6,现取 𝑛 = 36,得到 𝑥 = 102.5.在 𝛼 = 0.05下检验

𝐻0 ∶ 𝜇 = 100, 𝐻1 ∶ 𝜇 > 100.

这是右侧 Z检验,统计量观测值为

𝑧0 =
102.5 − 100
6/√36

= 2.5.
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右侧临界值 𝑧0.05 = 1.645.因为 2.5 > 1.645,观测值落入拒绝域,所以在 0.05显著性水
平下拒绝 𝐻0,认为样本提供了总体均值大于 100的显著证据.
结果检查:备择为“大于”,拒绝域必须在右侧;结论不能写成“证明 𝜇 > 100”.

9.3.2 方差未知: t检验

若 𝜎2 未知,在 𝐻0 下使用

𝑇 = 𝑋 − 𝜇0
𝑆/√𝑛

∼ 𝑡(𝑛 − 1).

定理 9.8 (正态均值的 t检验)

显著性水平为 𝛼时,拒绝域为

𝐻1 拒绝域

𝜇 ≠ 𝜇0 |𝑇| > 𝑡𝛼/2(𝑛 − 1)

𝜇 > 𝜇0 𝑇 > 𝑡𝛼(𝑛 − 1)

𝜇 < 𝜇0 𝑇 < −𝑡𝛼(𝑛 − 1)

.

注: [Z与 t怎样选]选择标准只看总体方差是否已知,不看样本量“大不大”.本课程的精确结论
建立在正态总体上:方差已知用 𝜎和 Z检验;方差未知用 𝑆 和自由度为 𝑛 − 1的 t检验.

小结

一个正态总体均值检验以 𝑋 − 𝜇0 为分子;方差已知标准化为 Z,方差未知学生化为 t.备择
假设为不等、大于、小于时,分别使用双侧、右侧、左侧拒绝域.

9.4 一个正态总体方差的检验

要检验
𝐻0 ∶ 𝜎2 = 𝜎20.
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当 𝜇已知时,使用

𝑄 =

𝑛
∑
𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝜇)2

𝜎20
∼ 𝜒2(𝑛).

当 𝜇未知时,使用
𝑄 = (𝑛 − 1)𝑆2

𝜎20
∼ 𝜒2(𝑛 − 1).

下表用 𝑘表示相应自由度.

定理 9.9 (正态方差的卡方检验)

显著性水平为 𝛼时,拒绝域为

𝐻1 拒绝域

𝜎2 ≠ 𝜎20 𝑄 < 𝜒21−𝛼/2(𝑘)或 𝑄 > 𝜒2𝛼/2(𝑘)

𝜎2 > 𝜎20 𝑄 > 𝜒2𝛼(𝑘)

𝜎2 < 𝜎20 𝑄 < 𝜒21−𝛼(𝑘)

.

其中 𝜇已知时 𝑘 = 𝑛, 𝜇未知时 𝑘 = 𝑛 − 1.

例题 9.10 (不对称分布的双侧拒绝域)

正态总体均值未知, 𝑛 = 20,要在显著性水平 0.05下检验 𝐻0 ∶ 𝜎2 = 9对 𝐻1 ∶ 𝜎2 ≠ 9.

若样本方差为 𝑠2,统计量为

𝑞0 =
19𝑠2
9 .

拒绝域是

𝑞0 < 𝜒20.975(19) 或 𝑞0 > 𝜒20.025(19).

易错提醒:卡方分布不对称,不能写成 |𝑄| > 𝑐;左侧小临界值的上分位点下标是 0.975.

小结

正态方差检验使用卡方统计量.均值已知时自由度为 𝑛,未知时为 𝑛 − 1;双侧拒绝域位于两
个不对称尾部,右侧和左侧检验分别使用上 𝛼与上 1 − 𝛼分位点.
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9.5 两个正态总体均值差的检验

设两组独立样本分别来自 𝑁(𝜇1, 𝜎21 )与 𝑁(𝜇2, 𝜎22),检验

𝐻0 ∶ 𝜇1 − 𝜇2 = 𝛿0.

9.5.1 两个方差已知

在 𝐻0 下,

𝑍 = (𝑋 − 𝑌) − 𝛿0

√𝜎21/𝑛1 + 𝜎22/𝑛2
∼ 𝑁(0, 1).

双侧、右侧、左侧拒绝域分别为

|𝑍| > 𝑧𝛼/2, 𝑍 > 𝑧𝛼, 𝑍 < −𝑧𝛼.

9.5.2 两个方差未知但相等

若 𝜎21 = 𝜎22 未知,定义

𝑆2𝑤 = (𝑛1 − 1)𝑆21 + (𝑛2 − 1)𝑆22
𝑛1 + 𝑛2 − 2 ,

则在 𝐻0 下
𝑇 = (𝑋 − 𝑌) − 𝛿0

𝑆𝑤√1/𝑛1 + 1/𝑛2
∼ 𝑡(𝑛1 + 𝑛2 − 2).

双侧、右侧、左侧拒绝域分别为

|𝑇| > 𝑡𝛼/2(𝑛1 + 𝑛2 − 2),

𝑇 > 𝑡𝛼(𝑛1 + 𝑛2 − 2), 𝑇 < −𝑡𝛼(𝑛1 + 𝑛2 − 2).

例题 9.11 (检验两个工艺的平均值是否不同)

两组独立正态样本方差未知但可认为相等,要检验

𝐻0 ∶ 𝜇1 = 𝜇2, 𝐻1 ∶ 𝜇1 ≠ 𝜇2.

应取 𝛿0 = 0,先由两组样本方差计算 𝑆2𝑤,再计算

𝑡0 =
𝑥 − 𝑦

𝑠𝑤√1/𝑛1 + 1/𝑛2
.
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若 |𝑡0| > 𝑡𝛼/2(𝑛1 + 𝑛2 − 2),则拒绝“两个均值相等”;否则只能说尚无充分证据认为两

个均值不同.

小结

两个均值差检验与其置信区间使用同一枢轴量.两个方差已知用 Z;未知但相等用合并方差
和自由度 𝑛1 + 𝑛2 − 2的 t.两组样本独立和等方差条件都不能漏掉.

9.6 两个正态总体方差比的检验

检验一般形式
𝐻0 ∶

𝜎21
𝜎22

= 𝑟0, 𝑟0 > 0.

在 𝐻0 下,

𝐹 = 𝑆21/𝑆22
𝑟0

∼ 𝐹(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1).

定理 9.12 (两个正态总体方差比的 F检验)

显著性水平为 𝛼时,拒绝域为

𝐻1 拒绝域

𝜎21/𝜎22 ≠ 𝑟0 𝐹 < 𝐹1−𝛼/2(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1)或 𝐹 > 𝐹𝛼/2(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1)

𝜎21/𝜎22 > 𝑟0 𝐹 > 𝐹𝛼(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1)

𝜎21/𝜎22 < 𝑟0 𝐹 < 𝐹1−𝛼(𝑛1 − 1, 𝑛2 − 1)

.

最常见的原假设是 𝑟0 = 1,即 𝐻0 ∶ 𝜎21 = 𝜎22 ,此时检验统计量就是 𝑆21/𝑆22.

注: [自由度顺序与比值顺序绑定]分子 𝑆21 对应第一个自由度 𝑛1 − 1,分母 𝑆22 对应第二个自由度
𝑛2 − 1.若把统计量改写成倒数,两个自由度和备择方向都要相应交换.

小结

方差比检验使用 𝐹 分布.原假设中的比值 𝑟0 要除入统计量;双侧拒绝域在两个不对称尾部,
单侧方向仍由备择假设决定.书写临界值时必须保持样本比值与自由度顺序一致.
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9.7 统计结论与数学证明的边界

9.7.1 未拒绝不等于证明为真

一次样本未落入拒绝域,可能因为 𝐻0 确实成立,也可能因为样本量不足、数据波动较大而
未能识别差异.因此只能说“没有充分理由拒绝 𝐻0”,不能说“接受并证明 𝐻0 为真”.

同理,拒绝 𝐻0表示数据在 𝐻0下过于极端,并承担至多 𝛼的第一类错误风险;它不是演绎逻
辑中的绝对否定.

9.7.2 反例与普遍命题

假设检验的证据逻辑不能替代数学命题的证明规则.对全称命题“所有对象都具有性质 𝑃”:
• 找到一个不具有 𝑃 的对象,就能用反例否定全称命题;
• 检查若干对象都具有 𝑃,只能增加直观信心,不能证明所有对象都具有 𝑃;
• 要证明普遍命题,仍需从定义和已知条件作一般性推导.

例如,要否定“任意两个不相关随机变量都独立”,给出一个不相关但不独立的反例即可;列
举多个独立且不相关的例子,却不能证明该命题成立.

小结

统计检验给出带错误风险的证据判断,不是对参数命题的绝对证明.数学上否定全称命题可
用一个反例,证明全称命题则必须覆盖一般对象;这两种逻辑边界都应明确.

本章总结

一、统一决策流程

𝐻0, 𝐻1 ⟶ 在𝐻0 下确定统计量分布⟶ 按𝐻1 定尾部⟶ 按𝛼定临界值⟶ 比较并作结论.

10
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二、正态总体检验选择表

待检参数 条件 检验统计量 原假设下分布

单个 𝜇 𝜎2 已知 (𝑋 − 𝜇0)/(𝜎/√𝑛) 𝑁(0, 1)
单个 𝜇 𝜎2 未知 (𝑋 − 𝜇0)/(𝑆/√𝑛) 𝑡(𝑛 − 1)
单个 𝜎2 𝜇已知 ∑(𝑋𝑖 − 𝜇)2/𝜎20 𝜒2(𝑛)
单个 𝜎2 𝜇未知 (𝑛 − 1)𝑆2/𝜎20 𝜒2(𝑛 − 1)
𝜇1 − 𝜇2 两方差已知 标准化均值差 𝑁(0, 1)
𝜇1 − 𝜇2 两方差未知但相等 合并方差学生化均值差 𝑡(𝑛1 + 𝑛2 − 2)
𝜎21 /𝜎22 两组独立正态样本 (𝑆21/𝑆22)/𝑟0 𝐹(𝑛1−1, 𝑛2−1)

三、方向与临界值速查

备择方向 对称分布 卡方或 𝐹 分布 含义

≠ |𝑇| > 𝑐𝛼/2 小于上 1 − 𝛼/2或大于上 𝛼/2分位点 双侧
> 𝑇 > 𝑐𝛼 大于上 𝛼分位点 右侧
< 𝑇 < −𝑐𝛼 小于上 1 − 𝛼分位点 左侧

四、重点辨析与易错点

• 备择假设决定拒绝域方向,不能看完样本后再改成更容易拒绝的方向.
• 显著性水平是第一类错误概率的控制界,不是 𝐻0 为假的概率.
• p值是在 𝐻0 下的尾概率,不是结论出错概率; 𝑝 ⩽ 𝛼才拒绝 𝐻0.
• 未拒绝 𝐻0 不等于接受或证明 𝐻0;结论必须保留“证据是否充分”的措辞.
• 卡方与 𝐹 的双侧临界值不对称;使用上分位点时,下标顺序不能照搬对称分布.
• Z、t、卡方、𝐹 的选择条件与上一章置信区间完全对应.

五、证明掌握清单

• A级,应能独立完成:根据 𝐻0 选择检验统计量;根据 𝐻1 推出双侧、左侧或右侧拒绝域;说
明 𝛼如何决定临界值;完成“统计量—临界值—结论”的完整论证;解释为何不能由未拒绝
证明 𝐻0;用反例否定全称命题.

• B 级, 应理解思路: 假设检验与置信区间使用相同枢轴量的联系; 两类错误与显著性水平;
单侧检验方向为何由备择假设决定.

• C级,知道结论即可:各种拒绝域公式的重复代数推导;检验最优性、功效函数与Neyman–
Pearson理论.这些内容本阶段不要求复现.
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六、自测题

练习 9.13

分别说明第一类错误和第二类错误,并解释为什么显著性水平 𝛼主要控制第一类错误.

练习 9.14

正态总体方差已知,写出检验 𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 对三种备择 𝜇 ≠ 𝜇0、𝜇 > 𝜇0、𝜇 < 𝜇0 的拒

绝域.

练习 9.15

某检验得到 p值 0.032.分别在 𝛼 = 0.05和 𝛼 = 0.01下作结论,并说明 p值不能解释

为什么.

练习 9.16

正态总体均值未知,说明检验 𝐻0 ∶ 𝜎2 = 𝜎20 时统计量、自由度和三类拒绝域.

练习 9.17

两组独立正态样本方差未知但相等,写出检验 𝐻0 ∶ 𝜇1 − 𝜇2 = 0的统计量,并说明双侧

临界值与自由度.

练习 9.18

构造一个反例,否定“任意两个不相关随机变量都相互独立”,并说明为什么若干正例不

能证明该全称命题.

完成自测后, 应能用一句话概括全章: 在预先控制第一类错误的前提下, 判断样本是否与原
假设过于不相容,并作出拒绝或不拒绝的证据结论.
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